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第 三 章 E + 


我 们 在 第 一 章 中 构造 了 逻辑 演算 的 自然 挫 理 系统 ， 逻 辑 演算 
的 自然 推理 系统 是 处 理 一 般 的 形式 推理 关系 TH 一 A 的 。 重 言 式 
是 可 以 从 任何 的 形式 前 提 推 出 ， 也 就 是 可 以 从 空 的 形式 前 提 推 出 
HARAR. 这 是 一 类 特殊 的 有 重要 意义 的 合式 公式 ， 由 于 在 过 
SUR UN 
Ab ct АКА €» = АЛЛА, 2А 


所 以 ,从 技术 上 讲 , 一 般 的 形式 推理 关系 都 可 以 在 重 言 式 中 得 到 反 
№. 在 这 个 意义 下 , 可 以 说 , 在 逻辑 演算 中 只 要 研究 重 言 式 ,也 就 
是 研究 重 言 式 的 推理 关系 就 够 了 . 

重 言 式 可 人 以 用 以 下 的 方 靶 处 理 ， 就 是 列 出 一 些 重 言 式 作为 形 
RAM, 并 给 出 一 些 形式 推理 规则 , 由 它们 能 生成 重 言 式 的 全 体 ， 
并 且 所 能 生成 的 合式 公式 又 都 是 重 言 式 . 这 样 构造 的 遥 辑 演算 称 
为 逻辑 演算 的 重 言 式 系统 ?>， 在 数理 逻辑 的 历史 发 展 中 ,首先 构造 
起 来 的 是 多 辑 演算 的 重 言 式 系统 ， 在 其 中 通过 重 言 式 来 处 理 形 式 
推理 关系 ， 

重 言 式 系统 中 的 形式 公理 并 不 直接 揭示 出 演绎 推理 的 规则 ， 
它们 的 涵义 并 不 都 是 直观 而 明显 的 .在 重 言 式 系统 中 证 明 形 式 定 
理 , 刻 划 演 绎 推理 ,是 不 直观 \ 不 自然 的 .因此 ,在 数理 逻辑 的 发 展 
中 ,出 现 了 一 些 较为 直接 地 反映 演绎 推 班 的 逻辑 演算 ， 尼 尔 勃 朗 ? 
1928 证 明 的 演绎 定理 就 是 比较 直接 地 反映 演绎 推理 的 ， 以 后 在 


1) BHGZICL AR FCU 59 X 1910—1913; WRA (D. Hilbert) 5 F A # 
(W. Ackermann) 1928, 1938, 希 尔 伯 特 与 贝尔 汞 斯 (Р. Bernays) 1934, 
1939; 克利 尼 1952; 8 (А. Church) 1956 d$, 

2) J- Herbrand. 
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ЖЕЛИ СТЕ? 1934 RU AS 1934 等 著作 中 ， 所 反映 了 这 种 趋势 ， 
又 例如 在 克利 尼 1952 中 所 构造 的 谓词 逻辑 系统 ,虽然 仍然 是 重 言 
式 系统 ,但 在 其 中 定义 了 直接 反映 演绎 推理 的 形式 推理 ,这 也 反映 
了 上 面 所 说 的 趋势 . 因此 ，, 在 本 书 中 主要 是 构造 了 逻辑 演算 的 自 

在 本 章 中 ,我 们 将 陈述 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 的 重 言 式 系统 , 介 
绍 在 数理 逻辑 的 发 展 中 积累 起 来 的 这 方面 的 一 部 分 内 容 《$30 一 
$33), 其 中 的 基本 部 分 (例如 5 30 中 的 系统 [P] 以 及 与 [P] 等 价 的 
若干 系统 如 ЇР], [P], [Pj; 和 习题 30.6 中 的 [P] £, $31 中 的 
LP*1, 以 及 $33 中 的 [F*] 等 ), 对 于 数理 逻辑 的 专业 工作 者 来 说 ， 
是 应 当 了 解 的 ; 其 余 的 内 容 可 以 作为 参考 材料 。 本 章 中 的 练习 可 
以 适当 做 一 部 分 , ПИКЕТ. ЖЕНАТ 
言 式 系统 与 自然 推理 系统 之 间 的 关系 ， 

逻辑 演算 的 自然 推理 系统 都 有 相应 的 重 言 式 系统 . 例如 了 和 
PRIIS [P] 和 [F] 分 别 是 P 和 YF' 的 重 言 式 系统 ， 


$30 P 的 重 言 式 系统 


从 本 节 起 ,我 们 要 构造 一 系列 的 逻辑 演算 重 言 式 系统 ,包括 十 
典 的 和 非 古典 的 系统 ， 

我 们 先 来 构造 命题 逻辑 P 的 重 言 式 系统 [P]， 和 一 些 与 之 等 
价 的 系统 。 [P] 是 这 样 一 个 系统 , 在 其 中 能 够 推导 出 P 中 的 全 部 
重 言 式 , 并 且 也 只 能 推导 出 的 重 言 式 . 在 本 节 中 还 要 构造 的 
非 古典 系统 Pa 和 Pw 的 重 言 式 系统 [Pa] 和 [Px], 和 一 些 同 它们 
等 价 的 系统 . 

我 们 先 来 构造 ЇР]. IP] 的 符号 和 形成 规则 都 与 P 的 相同 . 
我 们 曾 作 过 的 关于 省 略 括号 和 使 用 点 号 ， 以 及 其 它 关于 符号 的 各 
种 约定 ,也 都 适用 于 [Р]. 


Г) S. Jáskowski. 
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I? | ERTER Z: 19 19% >ს COS (C. (œ): CM), GD, 
(C) 和 一 个 形式 推理 规则 模式 [>]: 


(>) 
(22 
o) 
(M) 
(H) 
(C) 
[一 ] 


A—(B-—A) 

A— (А + B)» — *A— В 

A— Be — (B—>C)> (А — C) 
(А — TB) — (B > qA) 

71A > (А — B) 

(А > უტ)  B* — «(А B) — B 
由 A 一 B 和 A 推出 B 


其 中 A, B, C 是 任意 的 合式 公式 ， 
一 合式 公式 是 形式 公理 , 当 且 仅 当 , 它 具有 形式 公理 模式 的 形 


#1 
[1] 
[2] 
[3] 
[4] 
15] 
16] 


[7] 


[8] 
[9] 


FE [1]—[11]: 
p > (9 р) 
p—>(p—>p) 
рт» (а > r)* — 1р Tg > "ი + 0 
p-> (р->р)*—*®эр->р 
q> iq > *q > (q >q) i > q> #9 = (9 9) 
р» (a —r)* — 1(q—r) > G Tp): 

—> po (r > p) 
p> (p—q)*—qi— i.q > *(p >q) 

=> pi > 1р (p> q) > "(p> Tp 
(р-» 9) =» q> r) — (q 1) > pq) 
P> g > imqar) perei 


(9 г) — (p—D)*— mlp a) 


1) 在 第 一 章 中 已 解释 过 ,“M” ЖЕТЕ “minimus” (ӘН — 43 8k, “H” 是 
“Heyting” (I T) 的 第 一 个 字母 。 这 里 的 “C” 则 是 拉丁 字 “classicus* 《古典 》 
的 第 一 个 字母 ， 

$32 中 将 说 明 : [P] 是 古典 的 重 言 式 系统 , [P] 中 有 公理 模式 (C); 在 [P] 中 
去 掉 《C), 就 得 到 海 丁 非 古典 系统 Ри 的 重 言 式 系统 [Pn]， [Ри] 中 有 公理 模式 
(B); 在 [Pa] PAR (Н), 就 得 到 极 小 系统 Py 的 重 言 式 系统 [Рм]. 


. 231. 


[10] (р 9) — ip —> q" —> {p—>q)>r 
[11] (ре) = Tip >q) > "p> (9-9 г) — 1, 
p д* epo (9 г): —> p> (q > r) 

都 是 P 中 的 形式 公理 ， 其 中 [1] 一 [3] RA (эз) 的 形式 ，[4] 和 
[5] 都 有 (一 :) 的 形式 , [6] 和 [7] 都 有 (~>0) 的 形式 , [81 和 [9] 
WA CM) 的 形式 ,[10] £ (H) 的 形式 ,[11] # CC) 的 形式 . 又 如 

[12] А (АА) 

[13] A-B*— «(В —+ A) — (A — B) 

[14] (А — B)— «(А — B) — 1С: > «(А =» B) — C 

[15] А — (B— C)* — (В — С) 

— (C — А)« ә «А > (Сә A) 

[16] A— (В С). — «(B—C)— IA 

[17] ——(A—B)— • (А —B)— (A —B) 

[18] (—A— 71734) > ПА» — «(71A — ПА) — ПА 
其 中 的 [12] 和 [13] 都 是 形式 公理 ， 它 们 都 有 (一 ,) 的 形式 .但 
[12] 和 [13] 是 模式 ,它们 又 都 是 模式 (一 的 特殊 形式 。 类 似 地 ， 
[14] 一 [18] 也 都 是 形式 公理 ， 并 且 都 是 模式 ,它们 分 别 有 (〈-2)， 
(ә), M), (Н), (С) 的 形式 . 

[一 ] 就 是 假 言 推理 规则 , 它 相当 于 自然 推理 系统 中 的 蕴涵 词 
消去 律 . 

定义 30.1( 形 式 定理 ) ”A 是 [P] 的 形式 定理 ， 记 作 

[P]:FA 或 FA 

MB, А 能 由 [P] 的 形式 公理 和 形式 推理 规则 生成 ， 即 A 是 
[P] 的 形式 公理 或 是 由 已 生成 的 形式 定理 经 应 用 [一 ] 而 得 . 

在 生成 形式 定理 A 的 过 程 中 ， 我 们 得 到 一 系列 的 形式 定理 
Ау, ++, გია 其 中 每 个 AG = 1, …， n) 是 形式 公理 或 是 由 在 它 
之 前 已 生成 的 形式 定理 经 应 用 [一 ] 而 得 ,并 且 A, ЕА. 这 个 序 
列 称 为 A 的 形式 证 明 . 

“形式 公理 ”, “形式 推理 规则 ”, “形式 定理 ”等 名 词 中 的 “形式 ” 
二 字 可 以 省 略 。 
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我 们 可 以 把 P] 的 公理 模式 写成 以 下 的 形式 : 
(ә) КА (В А) 


(=) 
(—0) 
(M) 
(н) 
(C) 


к А =» (А В)" > "А > В 

к A— Ве — «(В > С) = (А —C) 
ხ (A — B) > (B- ПА) 

Fr TA — «(А >B) 

ხნ (A— ПА) —> B — «(А В) —B 


对 于 其 他 的 重 言 式 系统 ， 我 们 也 像 定义 30.1 那样 ,定义 其 中 
的 形式 定理 和 形式 证 明 , 并 把 公理 模式 写成 上 面 的 形式 . 

重 言 式 系统 与 自然 推理 系统 中 的 形式 证 明 的 区 别 在 于 ， 前 者 
是 合式 公式 的 序列 ,所 证 明 的 形式 定理 是 合式 公式 ,后 者 是 形式 推 
理 关系 的 序列 ,所 证 明 的 形式 定理 是 形式 推理 关系 ， 


定理 30.1 [P]: 
I) FA—A (同一 律 ) 
[2] F (А В) Се» еВ С 
[3] БА *(A— B) — (C — В) 
[4] КА «(А ә В) В 
[5] F(A—B)— Br — C; —» AC 
[6] БА (В C).  *B- (A — C) 
17] F B—C+— (A > В) > (А — C) 
[8] + A=B. — «А (А > C): 
—*(A-— B)-—(A-*C) 
[9] F 8—(A-*C)* — *(A— B) -* (A— C) 
[10]* + A— (B—C)* — *(A— B) > (А — C) 
[11] КА (В С)» ж ;A— «(С D)  (B— D) 
[12] + A-* (B—C)* ә С Юе — *A — (B > D) 
[21] F TIA —> *A— (В B) 
[22] кВ (A > mB) > 71А 


[23] 


T 


A — M(B B)* — ПА 
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[24] F A— ^B: > tA— *B— (B В) 
[25] F A — Be — *A — (B — В); — «(А — B) > უტ 
[26] РА = «В» (В B): «(А — B) — ПА 
[27] F A— В» «(А — В) — 71A 
[28]* F A— Br — *(A — 7B) > ПА 
[29] КА В" — +В > TA 
[30] + (A —4A —A)— ^A 
[31] F (A— ПА) nA 
[32] F “TIA —> Bs — «(А — 71A) — B 
[33] F (А -» ПА) — Be — Bi — *( ПА = B) -» В 
[34] F A— 717A 
[35] БА 一 Be。 — «17А — 3B 
[41] F -» (А — В) 
[42] F (79А > А) = 77А 
[43] F 3173103134 А) 
[531] F A—B* — 1(A— 3A) Ве — B 
[52] ნ (A> 1A) э А" >A 
[53] F (TA—>A)>A 
[54] F A — TB. —> «В + (QA A) 
[55]* F ПА ~» Be — B>A 
[56] F —A (733A A) 
[57] + IA >A 
F 


[58]* F TIA > Br  * (1A 7B) ^ А 

定理 还 进一步 要 求 : 证 明 [1] 一 [12] 时 只 用 (一 ,),( 一 )), (99) 
和 [一 ]; 证 明 [21] 一 [35] FER FI C0, 9, Со), (0 E]; 
证 明 [41] 一 [43] НЯ (1), (2), (9), (М), (Н) Rr [>]. 

我 们 下 面 的 证 明 是 按照 定理 中 的 各 点 要 求 作出 的 ， 读 者 可 以 
进一步 研究 , 如 果 不 考 虑 这 些 要 求 ,那么 有 些 证 明 还 可 以 简化 , 例 
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如 ,车 使 用 《H), 则 (211 可 以 直接 出 《H) 得 到 证 明 , 因 为 [21 就 
是 属于 (H) 这 个 模式 的 ， 

定理 30.1 中 的 形式 定理 都 是 定理 的 模式 . 

我 们 在 下 面 比较 详细 地 写 出 证 明 ， 并 了 贿 着 证 明 的 进行 对 于 证 
明 的 写 靶 和 一 些 有 关 的 问题 有 所 说 明 . 


证 [1] 

(1) А (А А). ә "АА C22 

(2) A—(A—A) (>) 

(3) A>A (1)(02)1-»1 

上 面 的 (1) 一 (3) 是 (11 的 证 明 , 是 证 明 的 模式 .证 明 中 每 一 
步 的 右 方 写 了 根据 ,意思 是 清楚 的 ， 

证 [2] 

(1) B—=(A— B)» — 1(A— B) —C* — «ВС (>) 

(2) B-(A—B) (>) 

(3) (Аэ В) С: > ВС (000-1 


显然 ， 如 果 公 式 序列 中 每 个 公式 或 者 是 [P] 的 公理 , 或 者 是 
[P] 中 已 经 证 明 的 定理 ， 或 者 是 由 序列 中 在 它 左 方 的 公式 经 应 用 
{一 ] 而 得 , 那么 这 个 序列 是 可 以 扩充 成 为 形式 证 明 的 。 我 们 给 出 
下 面 [3] 和 [4] 的 形式 证 明 时 , 所 写 的 就 是 这 样 的 序列 。 

证 [31 

(1) €—A*-— «(A B) = (С В): — А 


— «(А —> В) — (С > В) [2] 
(2 C= As — (A—B)—(C—B) (>o) 
(3 А «(А >В) > (С B) (1)(2)[—] 


证 [4] 
(1) А—>:А->в=—(А-—»В)->В.:-—>1 
A— Ве» «(А В) =» BI — «(А -> B) > Ba: >! 
А — «(А +В) э В (29 
(2) А -» :А -» Ве» «(А В) = В [3] 
(3) А ә Ве «(А > В) 5 Bi — «(А » В) > В. 一: 
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A—c(A—B)—B (1)(2)[—] 

(4) А Ве» «(А > В) > В: —»(A—>B)>B [3] 

(5) А = «(А В) » В (3)(4)[—] 

上 面 [4] 的 证 明 写 法 是 很 繁琐 的 ,因为 (2) 一 (5) 都 是 (1) 的 

子 公式 , 写 起 来 重复 很 多 。 其实, Ei [1] 一 [3] 的 证 明 写 法 也 是 

繁琐 的 ,不 过 步 台 较 少 , 显 得 重复 不 多 .我 们 可 以 采用 下 面 的 简明 
写法 来 写 出 [4] 的 证 明 ; 


(1) A—:A-— Ве — *(A— В) — B [3] 
(2) A— Br — *(A— B) B1 — «(А — B) >B [3] 
(3 A-—*(A—B)—B (DI 


这 样 写法 中 (3) 的 右 方 写 了 根据 (~>o)(1)2)[ 一 ]”， 它 的 意思 是 
说 , 先 由 一 个 有 (一 o) 形 式 的 合式 公式 和 (1) 经 应 用 [一 ] 得 到 另 一 
个 合式 公式 ,再 由 这 另 一 个 合式 公式 和 (27》 经 应 用 [一 ] 得 到 (3). 
在 这 里 , 所 用 到 的 那个 有 《>。) 形式 的 合式 公式 , 是 要 由 它 和 (1) 
应 用 [一 ] 的 , 故 (1) 必定 是 它 的 部 分 ,同样 的 道理 ,由 它 和 (1) 得 
到 的 合式 公式 必定 包含 (2) 作为 部 分 . 因此 , 它 实 际 上 是 (1) 一 * 
(222 (3), 由 它 和 (1) 经 应 用 [一 ] 得 到 的 当然 是 (2) 一 (3), 然 后 
HOG ZER L-+1 得 到 (3), 也 就 是 [4}. 

按照 这 种 写法 , [3] 的 证 明 可 以 写成 下 面 的 形式 : 

(1) СА — «(А В) = (CA В) C) 

(2) А «(А + В) (C— B) [210101] 
注意 ,其 中 的 [2] 是 指 一 个 有 [2] 形式 的 合式 公式 ,在 这 里 它 实际 
上 是 (1)>(2)。， 于 是 , (2) 的 右 方 所 写 的 根据 "[2](1)[ 一 ]” 是 说 
由 [21 和 (1) 经 应 用 [一 ] 得 到 (2)。 以 后 我 们 就 采用 这 种 写法 来 
BEREH. 

iE (51 

(1) A—*(A—B)-—B [4] 

(2) (АВ) В. 0С: «А 5С — (DIA 

XE [6] 

(1) A—(B—OC).—:(B—0)—C*—*A—C („ე 
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(2) (B—+C)—C+— «А >C — B » (А > С) [5] 
G) A—(B— С) — "В -» (А — С) O] 
证 [7] 

(1) АВ. = (B—C)— (А — C) (C) 
(2) B— Cs —> «(А — B) > (А €) [6]1(1)[—] 
证 [8] 


(1) А (А = C) —*A—C се) 
(2) A— Be — «А —(A — С): 

— (A — B)— (А >C) D) 001 
证 [9] 


(1) B-(A-—C)—1A- Br — *A— (А — C) [7] 
(2) A—Bs— A — (A — C): 


— «(А B) > (A >C) (8) 
(3) В» (A->C). > (A — B) 

一 (A 一 C) MWe] 
证 [10] 
(1) А (В 9С)" «В (AC) 16] 
(2) B—(A— C): -> «(А — В) > (А — C) [9] 
(3) А (В+ C)* — «(А — B) 

= (А +С) C»9020)I1 
iE (111 
G) B— Ce —> -(C -> р) —> (В —> D) (>) 
(2) A—(B—C)*—A— «(С р) 

— (B —> D) (710019 
E [12] 


(1) A—(B—C)*—:!A—*(C—D)-—(B—D) [11] 
(2) A—*(C—D)—(B—D)i—:C 

一 D. — "A > (B — D) [6] 
(3) A-—(B—OC)e— С» р «А 

一 (B 一 D) C001 
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证 [21] 


(1) (B—B)— A: > *A — (В — B) (M) 
(2) "А = A — (B B) [21(1)[—] 
XE [22] 

(1) (A—-3B)—(B- 4) (M) 

(2) B—-*(A- ^B) ПА [610 [1 

VI (231 

(1) B>B L1] 


(2) А (B—B)*— ^4 [221(1)1 1 

1 [24] 

(1) —B— «В» —(B— В) [21] 
(2) A~ Be—1A—B— (В ә В) [7}(1)[—] 
证 [251 


(1) #/>“–(8§->8). +“ [23] 
(2) А эВ — «А — (B B): 

— «(А В) ж ПА UIDI 
AE [26] 
(1) A—*B— (BB): — А — Ве 

— «А > (B > B) [10] 
(2) А В" — *A— (BB): 

— «(А -э» В) ~» 1 [25] 
(3) А "В (B — B): 

э «(А Э В) ә ПА (—)(1)(2@)[—1 
YE [27] 
(1) А->—Ве->2А->*В-> (B В) [24] 
(2) А *В-» (В -» В): — *(A-* B) > 7A 126] 
G) A=B: — «(А ә В) + ПА (90000121 
WE (281 
(1) А Bs (AB) TA [27] 
(2) А Ве» *(A— 1B) — ПА [6100 t1 


238, 


XE [29] 


(1) А эВ» — «(А — В) — ПА [28] 
(2) (А mB) — DA — B > 3A [2] 
(3) A—B+— «В 7A C-7-X(1XC2)L–+) 
WE [30] 

(1) Аэ (79А ә А) (22 
(2) (TTA > A)— ПА [29)(0I1 
iE [31] 

(1) A—A [1] 

(2) (A— ПА) > ПА [28011-1 

证 [32] 

(1) (A— 7A) — ПА [31] 


(2) TA — B. — *«(A— 3A) — B (—)(1)[->) 
3E [33] 


(1) "ПА В —*(A— 7A) —^ B [32] 
(2) (A— 7A) B: — B: 

9 «(ПА -» В) >В (9DI-1 
XE (34] 
(1) “A> 7A [1] 
ვ... (M)XXD[—] 
3E (351 
(1) (A— B) (^B ^A) [29] 
QB > 714) > (71714 > 3B) [29] 


(3) (A—B)— (717A — 7B) (—)(1)(2)[->] 
证 [41] 


(1) —A— (A->B) (H) 
(2) A-—(7A-B) 1670101] 
3E (421 

(1) —A—( A) [41] 


(0 (711A >A) - 713A 129] 0010] 


XE [43] 


(1) "(7А 5 А) ПА ; (301 

(2) aA >A) > 3134 [42] 

(з) aAA >A) {28](1)(2)[—] 

证 [51] 

(1) (A— ПА) 5 B — «(А = B) 5 В (с) 
(2 АВ.» (А ә ПА) В« В [6](1)[—] 
ҮЕ [52] 

(1) A—A [1] 

(2) (А 71A)  A* A 51011-1 

XE [53] 

(1) (A— ПА) A* >A [52] 
(2) (01A A)—AÀ [33100L 
WE (541 

(1) (MA -> B) (Bo 24) (M) 
(2) A> (7A — A) (H) 


G) СПА = В) B (ПА = А) [I>] 
ЎР [55] 


(1) (DA >B) — «В > (ПА >A) [54] 
(2) (ПАА) А [53] 
(3) (TA —> B) (BA) 2)0)000] 
XE [56] 

(1) ——A— (A 17174) (H) 
(2) (A> 317134) — (17A >A) [55] 
(3) “1 14->C 1 14->#) C->XC1X(2)L->) 
XE [57] 

(1) amA э (7174 >A) [56] 

(2) 774A-A C>)G(1)[—] 

WE [58] 

(1) TA >B: — «(ПА > 7B) -* 171A [28] 


*240* 


(2) 一 mA 一 人 [57] 

(3) "ПА >B: ә (TA > 718)» А [12](1)(2)[—>1|| 

定理 30.1 中 的 [10],[28],[55] 和 [58] 这 四 个 加 上 “*” 号 的 定 
理 模式 是 比较 重要 的 ，[10] 和 [55] 将 在 后 面 构 造 与 {P] 等 价 的 
[P] 时 用 到 , [58] 将 用 于 构造 与 [P] 等 价 的 另 一 个 系统 [P] (都 
见 定理 30.4);[28] 将 用 于 构造 非 古典 的 系统 ( 见 532). 

定理 30.1 中 的 各 个 形式 定理 的 涵义 都 是 简单 明确 的 , 可 是 它 
们 的 证 明 却 是 十 分 迁 过 而 不 直观 的 ， 由 此 可 见 用 重 言 式 系统 中 的 
形式 推理 来 刻 划 演绎 推理 是 不 直观 不 自然 的 . 

证 明 形式 定理 时 要 用 到 已 经 证 明 的 定理 . 按照 上 面 所 给 出 的 
证 明 ， 我 们 列 出 下 面 的 图 ， 以 表明 各 定理 的 证 明之 间 的 依赖 关 
ЖЗ: 


由 [1] 到 [12]: 
[1] m 


[3] 
[41 


N 
[8] 011 
[9] (121 
[10]* 


1) 证 [9] 时 用 到 [7] 和 (81, 证 [10] 对 用 到 [6] 和 (91, 但 由 于 191 和 (71, fl0] 
和 [6] 都 已 问 接 相连 ， 故 我 们 在 图 中 没有 把 [9] 和 [7] 以 及 [10] 和 (61 Ж. 
这 种 情况 是 很 多 的 。 
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mi) 到 [5]: 


[La] 


f Ds 


D [26] 
Ж л 


[27] 
|| 
[ON 
1 
p Dl 
1 | 
uf. ცი 07 
1 
Us] 


由 [到 [43]; 


36) 
ij [29] 
(2) ი 
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形式 定理 可 以 有 不 局 的 形式 证 明 ， 也 就 是 可 以 通过 不 同 的 途 
径 证 明 形 式 定 理 。 因此 ,对 于 定理 30.1 中 各 个 形式 定理 , 读者 可 
以 寻求 另外 的 证 明 ， 

在 下 面 的 定理 30.2 中 我 们 列举 一 些 经 常会 用 到 的 [Pj 中 的 
形式 定理 . 

定理 30.2 [P]: 

[1] + (mA—B)— (3B A) 
[2] КАВ» *(B-— ПА) > TA 
[3] F “TA —> B» —*«(B—A)—A 
[4] F A— B* — *(7CA— B) — B 
[5] F A— (BC): — 1A — (В 6) — *A — В 
[6] F A— ("В С)» -> 1A > (IB mC). = «А = В 
[7] F A—(B-C)* —:A— (B = С)" —*A—C 
证 [1] 
(1) (ПА В)» (В 7174) 定理 30.1[29] 


(2) TTA— A 定理 30.1 [57] 
(3 (ПА > В) > (3B— A) EM 30.1 [12100 Q2) 
[>] 

证 [2] 

(1) А Ве» (B= ПА) > (A — 71A) (>) 

(2) (A> 7A) — TA 定理 30.1 [31] 

(3) A— Bs — *(B— ПА) — TA 定理 30.1[12] 
(00201-1 

证 [3] 

(1) "ПА —>B.—> «(B A) (TA >A) (>) 

(2 (A >A)>A 定理 30.1 [53] 

(3) “TA В" —>.(B>A)>A 定理 30.1 [12] 
(1)(2)[->] 

证 [4] 

(1) (A—B)- (B>A) 定理 30.1[29] 
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(2) TIB ~» TA. — «(7А > В) >B [2] 


(3) А Ве = «(1А > B) ^ B 0020011 
证 [5] 
CI) (ВС) = «(В 3C) AB 定理 30.1 [28] 
(2 A—(B-—C):—:A— *(B AC) 
— B 定理 30.1 {7] 
M>] 
(3) А «(В 1С) = Bri: 
А Э (B— TC)» — «A — B 定理 30.1 [10] 
(4) A—(B—C)—:A—(B—-C) 
— 3A — B (一 0)(2)3) 
[>] 


证 [6] 
(1) A> (TB>C) — ЗА 
— (TIB > უც) — sA > 一 一 B [5] 


(2 B>B 定理 30.1 [57] 
(3) А 118. «А ә В 定理 30.1 [7] 
i>] 
(4) A—(?B—C)*— A 
— (TB > =C)» «А >B 定理 30.1 [12] 
(1X3)L–) 
证 [7] 
(1) ВС. > «(В С) +С [4] 
(2) A-(B-C) — IA — «(3B C) > C EBE 30.117] 
(CUI 一] 
(3 A-—-*(01B—C)—Ci: 
А > (71В С)» = *A—C 定理 30.1 [10] 
(0 A—(B—C)* — IA — (B — С)» 
— A > С C–>ი)C2X3) 
L->)II 


«244. 


下 面 定 理 30.3 中 的 各 形式 定理 是 涉及 合 取 词 , 析 取 词 ， 和 等 
值 词 的 性 质 的 ， 例 如 定理 30.3 [1] 中 的 公式 就 是 AAB 一 A, [7] 
中 公式 就 是 A 一 AVB， 

定理 30,3 [P]. 

П] F (А = пв) А 

[2] Fr (А -» 3B) ^B 


[3] КА = «В-» (А — mB) 
[4] F A— Br — 2A — Cs — «А — (B — C) 
[5] F A-(B—C)*— (А ж В) — C 
[6] F (A> 9B) — Се — sA — (B C) 
[7] КА ("А В) 
[8] F B> (A B)? 
[9] БА Се В Се (CA > В) — C 
[10] + (А = B) = (В = A)] — (A — B) 
[11] F [(A > B) > (B A)] — (B>A) 
[12] БА Ве» *(B— A) — (A -> B) (В A)] 
iE 1] 
(1) "А > (А > B) (н) 
(2) (А > 718) > А 定理 30.2 [1](1)[—] 
证 [2] 
(1) TB— (А В) (>) 
(2) (А = B) — B 定理 302 [11(1)[->] 
证 13] 
G) (А >» ^B) — (A — ^B) 定理 30.1[1] 
(2) А -» *(А ә В) -» 一 B 定理 30.1[61(U[ 一 ] 
(3) (A— 18) > AB: — >B 
> UA > B) (M) 
(4) А «В (A — mB) (—%)(2)(3)[—1 


1) 定理 30.3 (7) 就 是 定理 30.1 [41], 定理 30.3 [8] 属于 模式 (>), МПА 
· 个 定理 又 放 在 这 里 是 为 了 定理 30.3 的 完整 ,便于 参考 . 
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证 [4] 


(1) B— *C > (B 7C) [3] 
(2) АВ. кА «Сә (В + C) EM 30117 
(101—1 
(3) A— C> B0): 
A >C: — *A— (В 3C) 定理 30.1 [10] 
(4) A-D*— А ә Се — A 
> (В > c) (—)(2)(3) 
[>] 
证 [5] 
(1) B—C.—.—C— В 定理 30.1 (291 
(2) А (В = С)» — *A>(—AC——B) 定理 30.117] 
i>] 
(3) A— (3C 3B). 2 «AC 
> (А — В) 定理 30.1 [6] 
(4) А (В С)» = «1С (А B) (>0)(2)(3) 
[>] 


(5) “6->+C#-> 8). (44948) —C M 302 [1] 
(6) А (В С). = «(А ә В) C (—)(4)(5) 


[>] 
证 [6] 
(1) А "В (А = В) 13] 
(2) (А => В) ә Се > «А» (В C) M 30.1112] 
i>] 
[7] 就 是 定理 30.1 [41], [8] Ж (>). 
证 [9] 
(1) TCA: > iC R в 
ПС» (nA ~ 18) [4] 
(2) ПС» I ი > 7B) 
+ «(ПА >B) >C 定理 30.1 [55] 
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(з) 7C пА» — 1(73€ 9 71B) 


—(7A-—038)—C 3E 8 30.1 [12] 
G)G)[—] 
(4) B>B 定理 30.1 [34] 
(5) (ПА В) > (ПА 7B) 定理 30.1 [7] 
(4)[~—>] 
(6) (DA » 7138)-—C* 
=» «(ПА > В) С (>) (501—1 
(7) пс TA» > (7С 9 B) 
— (ПА = В) ->C 定理 30.1 [12] 
GX6L1 
(8) (B—C)— (7C ^B) 定理 30.1 [29] 
(9) СС TB) «(ПА В) — Ci: 
(B—C)—*(71A—B)—C C» 1 
(10) TC— TA — (В C) 
= «(ПА = В) = С C–>-X7X9) 
[>] 
(11) (A—C)— (71€ па) 定理 30.1 [29] 
(12) А C. — 1B— Ce — «(А — B)25C (—)(112(10) 
[^] 


最 后 ,[10], [11], [12] 分 别 就 是 [1], [2], [3]. II 

[P] 的 形式 定理 的 集合 和 了 的 重 言 式 的 集合 相等 ， 这 就 是 重 
言 式 定 理 , 它 将 在 $34 中 证 明 ， 

下 面 我 们 来 构造 同 [P] 等 价 ( 即 同 它 有 相同 的 形式 定理 集 ) 的 
重 言 式 系统 II IV, IP 和 (ICI. 它们 的 公理 模式 和 推理 规则 如 
下 : 

(ხშ: (1), Сә), Со), С) ,С), (0); [>] 

(Ph: (1) (>u) Саи); [>] 

[P]: (Cn) C); 1 
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C) F(A—B)— (3B 714A) 

CI) ტოლი 

(7%) - 32A-—A 

Cu) 上 A— (B—C)* — «(А => B) — (A — C) 

Ch) F (MA 38) > (B A) 

(Ou) F DA-—BO «(ПА > mB) A 

338304 [P], [P], [P]; 和 [P], 都 是 互相 等 价 的 , 即 P 中 
任何 A, 恒 有 

[1] [P]; FA <> [Р]: F A 

[2] IP; FA <> [Ph: F A 

[3] [P]: РА <> [P]: F Al 

我 们 再 介绍 一 个 了 的 重 言 式 系统 ІР. ЖЕНКА 
构造 的 很 简单 的 系统 , 它 的 公理 模式 和 推理 规则 如 下 : 

[P]: (=), (6), (6); [—1 


(>a) F Ве «(Вә С) —(A-C) 
(в) F (1A—A)—4A 
(6) БА ("А -» В) 
IL), (5) [P] 也 是 等 价 的 . 


习 题 


30.1 证 [P] 5 [P], 等 价 (定理 30.4 [1]), 

.30.2 证 [Pl 与 [PJ, 等 价 (定理 30.4[2])。 

30.3 证 [P] 5 [P], 等 价 ( 定 理 30.4 (31). 

30.4 设 [P]; 是 由 [Pj 把 (H) 改 为 

一 一 A 一 (一 A 一 A) 
而 得 ,证 [e] 与 [e], 等 价 . 
309.5 设 [Pj], 是 由 [P] f£ (M), (H), (C) 三 条 改 为 
(4 一 一 B) 一 (B 一 一 A) 


1) J. Łukasiewicz, 
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一 一 A 一 (一 4A 一 A) 
(A—-3A)—Aa—A 
而 得 . 证 [P] 5 [P]. 等 价 . 
30.6 (Р), 包含 以 下 五 个 公理 模式 : 
[1] 4—(5—4) 
[2] A—(B—C)=—=s(A—B)—(A—C) 
[3] (A—B)—(—B——A) 
[4] ტაი 
[5] ——4—4 
和 推理 规则 [一 ]. 证 fP] 与 [P], 09, 
30.7 设 {P]. 有 以 下 五 个 公理 个 式 : 
[1] A—(B—A) 
[2] A—Ba—s(B—C)—(A—C) 


[3] (4—4)——4 

[4] —A—(A—B) 

[5] 一 一 A 一 A 
和 推理 规则 [一 ]. 证 [P], 与 [P], dr. 

30.8 IL [P], 是 由 [Pj。 把 [31 和 [5] 两 条 换 为 

A—Bs—4a(—A-B)-HB 

而 得 .证 [P] 与 [P]; 46. 

30.9 j£ [P], ЖШН [P]. # (3170 [51 W 2:38: 2 

(一 A 一 A) 一 人 

而 得 ， 证 [P]. 与 [P], 等 价 。 

30.10 设 [Pl 有 以 下 四 个 公理 模式 ; 

[1] A—(B—A) 

[2] A—Bs—#A—(B— C)u—sA—C 

[3] A—Ba—s(A— 一 B) 一 一 人 A 

[4] ——A—A 


各 推理 规则 [一 ]. iE LP], 5 IL), S41". 


1) ХАФЕЙ (G. Frege) 1879. 弗 雷 格 的 系统 中 还 包含 公理 模式 A — (B > 
С)в аВ-> СА — С), #{-ЕҖ НЕШЕ ЖЖЖИ. 由 [PJ]; 再 简化 为 [P], 
也 是 符 卡 希 维 奇 的 工作 * 见 符 卡 希 维 奇 与 塔 尔 斯 基 《A。 Tarski) 1930, 

2) [P], 是 克利 尼 1952 年 中 的 系统 。 
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30.11 it [P] 3 IP]. 等 价 . 
提示 在 [了 | 中 依次 证 明 以 下 各 形式 定理 : 


[t 
[2 
(3 
[4 
[5 
[6 
[7 
[8 
[9 
[10 
[1t 
{12 
[13 
114 


[15] 


[16 


(—A—B)-5(—8—2)a—2A—(—B—B) 
—B——Aasn—sA—(—B—B) 


1В-—9—1А а> ( —B—B)—Ba—(A-B) 
B—4R(—B—HB)—Ba—4(A—B) 
A—a(—B-B)-5B 


(一 B 一 B) 一 Ba 一 (A 一 8) ——(A—B)—(A—B) 
(-4B—B)-—Ba—4( A-2B)8 —2A—HB 
B—(A—B) 
(—B——A)—(A—HB) 
—A—(A—B) 

(A—B)—Ax—A 
A—(A—B)x—sA—5 
A—s=(A—B)—5 
A—(B—*C)a—aB—(A—C) 
В—эСа—эв( A-B)—(A—C) 
A—(B-C)a—s( A—B)—(A—C) 


d: [8], [9] 和 [16] 就 证 明了 在 [Ph 中 能 证 明 [P], 的 公理 模式 。 再 由 定 
理 30.4 和 定理 30.1, 就 证 明了 [P] 与 [P] 等 价 . 


$31 P* 等 的 重 言 式 系统 


在 本 节 中 我 们 要 构造 P* 和 其 他 一 些 命题 逻辑 的 重 言 式 系统 
以 及 它们 的 等 价 系统 . 我 们 先 构造 P* 的 重 言 式 系统 [P*]. 

[P*] 的 符号 和 形成 规则 都 和 P* 的 相同 。 它 有 以 下 的 十 五 个 
形式 公理 模式 : 

(ә) РА (ВА) 

(>) РА = (А > В)« > A >В 

(ә) КА В: — «(В С) ә (А — С) 

(Л) + AAB—A 
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(A F AAB—8B 

(AQ F A— Ве «(А —>C)— (А > BAC) 

(V) Ft A-*AVB 

(V) FB—AVB 

(V) КА Се «(В 9 С) ж (АУВ C) 

(<=) + (A=B) > (A — В) 

(=) + (A=B) э (B> А) 

(0) КА» Ве «(В A) — (AB) 

(м) t (А — QB) — (B > 1A) 

(H) F ПА — (A — B) 

(C) F (A— TA) > Be —> «(А — B) — B 
[P*] 的 形式 推理 规则 也 是 [下 ] 一 条 . 

在 第 一 章 中 讲 自然 推理 系统 时 ,我 们 说 过 ,如 果 一 个 逻辑 演算 
是 另 一 个 逻辑 演算 的 子 系统 ， 则 小 系统 中 的 推理 关系 模式 在 大 系 
统 中 都 是 成 立 的 , ШЕ, 当 被 看 作 大 系统 中 的 推理 关系 时 ,其 中 的 
合式 公式 都 是 大 系统 中 的 合式 公式 ， 现在 , 重 言 式 系统 也 有 这 种 
情况 ， 因 此 ,比方 说 , 我 们 在 下 面 证 明 [P*] 中 的 形式 定理 时 ,就 
可 以 使 用 [P] 中 已 经 证 明 的 形式 定理 . 

338311 [P*]: 

[1] КА» AAA 

[2] F AAB—BAA 

[3] r A—(B—AAB) 

[4] F AAB—C* —*A—(B—C) 

[5] к A—(B—C) —*'AAB—C 

[6] + (А + B)A(A — C) — (A— BAC) 

[7] к (А В) ^ (AAC-* BAC) 

[8] F (A—B)A(B— C) — (A — C) 

[9] + AA(A— B) —B 

[10] F (A B)A(C— D) -> (АЛС BAD) 


*251* 


[21] 
[22] 


[31] 
[32] 


[41] 
Cu) 
[42] 


[51] 
[52] 
[53] 
[54] 


(Vo) 


F AVB—BVA 
F (A— C)A(B— C) — (AVB— C) 


+ (AB) — (A — B)A(B— A) 
F (А > B)A(B— A) > (A—B) 


上 (A—B)A(A— TB) 一 一 A 
F (AA A) (EFE) 
F (A V RA) 


Р АЛЗА В 
КАМЗА > (77А >A) 
F AVB— (TIA — В) 

F CIAVB- (A — B) 


RAVA (Ф)? 


定理 还 要 求证 明 [1] 一 [42] 时 不 使 用 (H7 和 (C)》, 证 明 151] 一 
[541 时 不 使 用 (C)。 
证 我 们 要 在 [P*] 中 证 明 下 面 的 形式 定理 (1?) 一 (34? ): 
(1%) A-*AAA 


Q?) 
(3°) 
(4°) 
(5°) 


AAB—BAA 

A—(B—C)* — AAB (В С) 
(B-C)— (АЛВ C) 
AAB—(B—C)* — *AAB— (АЛВ C) 


(6°) AAB—(B—C):—*AAB—C 


(7°) 


(А >B) — (A — АДВ) 


(8°) B— (А = AAB) 


1) ЖЗ ЖЖЖ ЯДА BU BP EBA, ERREF СН) 70 (С), (810618 fe 
“(Ax)”. 
2) 排 中 律 是 在 古典 系统 才能 证 明 的 :证明 时 用 到 《C), и iof “CV c)”. 
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(9°) 
(10°) 
(11°) 
(12°) 
(13°) 
(14°) 
(15°) 
(16°) 
(17°) 
(18°) 
(19°) 
(20°) 
(21°) 
(22°) 
(23°) 
(24°) 
(25°) 
(26°) 
(27°) 
(28°) 
(29°) 
(30°) 
(31°) 
(32°) 
(33°) 
(34°) 


А» (B—AAB) 
AAB— С» —> «А (В + С) 

А» (В С)" — *AAB—C 

(А — B)A(A — C) > (А > BAC) 
(А — B) 2 (AAC— B) 
(A—B) э (АЛС C) 

(A — B) > (ААС B)A(AAC — C) 
(A — B) > (AAC— BAC) 
(A—B)A(G >C) > (А — C) 
AA(A— В) В 

(А — B)A(C— D) — (AAC— BAD) 
AVB 一 BVA 

(A — C)A(B— С) ^ (AVB-C) 
(AB) > (А — B)A (B — А) 

(A — B)A(B— A) > (А-В) 
(А — В) Л(А — 58) > ПА 
(ААЛА) 

(АУЛА) ПА 

门 (AVDA) 一 下 个 A 

—7(AV 7A) 

АЛПА —>B 
АМА — (717A >A) 
AVB— (ПА >B) 
CIAVB — (А — B) 

(А > ПА) AVIA 

AVTA 


定理 32.1 中 的 形式 定理 就 包括 在 (1) 一 (34) 之 中 .下面 证 明 
(1°) 一 (28°) 和 (33°) 时 没有 使 用 《H) 和 (C), 证 明 (29°) 一 (32°》 
时 没有 使 用 СС). 

WE Q7) 
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(1) A—A 定理 30.1 [1] 


(2) A>A 同上 

(3) A—AAA CADDO 

证 (2?) 

(1) AAB—B (A2 

(2) AAB—A (A) 

(3) AAB—BAA C /MიX1XC2)L-+) 

证 (3?) 

(1) AAB—A (AO 


(2 A-—(B—OC)-*AAB—(B—OC) (Mi 
证 (4°) 

(1) АЛВ- В CA2 

(2) (B-O)-—(AAB—C) M>] 
її (59) 


(1) (B 一 C) 一 (AAB 一 C) (4°) 
(2) AAB-—(B-OC)*-**AAB 
一 (AAB 一 C) 定理 30.1[7] 
(1)1-»] 
iE (6°) 
(1) АЛВ-» (В С)* = «АЛВ-» (АЛВ С) (5°) 
(2) AAB—(AAB— С) *AAB—C C2 
(3 АЛВ- (В С)" ж «АЛВ >С C») 
(2) 1] 
证 (7°) 
(1) A>A 定理 30.1 [1T 


(2) (A—B)-—(A-—AAB) (A9CDL1 
证 (8°) 
(1) (A—B)—c(A—AAB (7°) 


1) BCA Í) CO 02 CO» 以 下 的 情况 是 类 似 的 。 
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.-. 


- 
muy 


(2) B 一 (A 一 B) i (әз) 


(3 B—(A-—AAB) 定理 30.1 [710102 E91 


AE (9?) 

(1) B—(A—AAB) (8°) 

(2) A 一 (B 一 AAB) 7879 30.1 161(1)(-+1 
证 (10°) 


(1) A-(B-—AAB) (9°) 
(2) AAB 一 C+ 一 oA 一 (B 一 C) 定理 30.1[12](1)[ 一 ] 
证 (11°) 


(1) А (В С) = «АЛВ- (ВС) (3°) 

(2 AAB-—(B—C»--AÁB-—C (6°) 

(3) A-—(B—O-—-:AAB—C C901 
V (12°) | 

(1) A 一 B 一 MA 一 C) 一 (A 一 BAC) (Ло) 

(2) (A 一 B)A(A 一 C) 一 人 A 一 BAC) QML] 
iE (13°) 


(1) AAC—A (лә 

(Q2) A—BO—AACAB C-%იXI)L-) 
证 (14?) 

(1) AAC—C (A3 

(2) A 一 B 一 "AAC 一 C C200l1 
WE (15°) 

(1) (АВ) ~» (АЛС B) (13°) 
(2) (А В) = (АЛС +С) (14°) 


(3) (А-В) (А ЛСВ) Л(АЛСЭС) (Л) (1) (2)1-1 
E (16°) 


(1) (А В) » (АЛС В) Л(АЛС >C) (15°) 

(2) (AAC-—BJA(AAC—C) — (AAC—BAC) (12°) 

(3) (А = В) = (АЛС ВЛС) (90) 
QI] 
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AE (175) 

(D A- B: -(B-C)-—(A-C) 
(2) (A—B)A(GG C) (А C) 

Wr (18°) 

(1) A—*(A—B)—B 定理 30.1[4] 


(2 AA(A—B)—B C119X1)L-+1 


(о) 
areo] 


E (19?) 

(1) (A—B)—(AAC—B) (13°) 

(2) (A—B)A(C—D)-—(AACOB) (13°)GD[—1 

(3) AAC—CAA (2°) 

(4) (САА->р)-—>(АЛС->р) (~>o(3)[ 一 ] 

(5 (C—D)— (CAA — D) (13°) 

(6) (C—D)—(AAC—D) C->:X5)(4)L->”1 

(7) (A—B)A(C—D)-(AAC—D) (6X6)L->)“ 

(8) (A—B)A(C—D)-* (АЛС 

—B)A(AAC-—D) (A200) 

I] 

(9) (A—B)A(COAD) — (AACABAD) (—9(8)(12?) 
[>] 

іх (20°) 

(1) A—BVA (У) 

(2) B—BVA (VO 

(3) AVB—BVA CVIXIX2XL->1 

XE (219) 

(1) АС. (В = С) + (АУВ С) (Vo 

(2) (A—C)A(B—C)—(AVB—C) (11%)(1)1—] 

iE (22°) 

(1) (AB) -> (A B) (—2 


D 这 里 的 (13") 是 1) 一 (2). 


2) 这 里 的 第 一 个 (6) #19 (б) C). 第 二 个 (6) 就 是 面 的 5)， 
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(2) (AB) —(B— A) (<=) 

(3) (AB) -(A-* В)Л(В — А) CAQOX0L7] 
Ш (23°) 

(1) A— B: — «(В A) > (АВ) (人 一 中 


(2) (A—B)A(B— A) — (АВ) (119)(1)[—] 
18 (24°) 

(1) A— Bs — «(А — 3B) — 1 定理 30.1 [28] 
(2) (A—B)A(A — 3B) — NA (11°)(1)[—] 
E (25?) 

(1) АЛПА А (Л) 

(2) АЛПА # CV) 

(3) (АЛ па) 定理 30.1 [28](1)(2)[—1 
ur (26?) 

(1) A—AV—A (V) 

(2) (АҮ ПА) > "А 定理 30.1 [29](1)[ 1 
WE (27°) 

(1) ПА +АҮ ТА (V2 


(2) 7AV7A)--7v31A ЖЯ 30.1 [22)0DL9] 
VI (28°) 


(1) “CMV ПА) > "A (26°) 

(2) АҮ JAA) — 171A (27°) 

G) “11(4V А) 定理 30.1 [281](1)(2)[-—>] 
ў (29?) 

(1) A— ("А B) 定理 30.1 [41] 

(2 АЛЗА В (119%)(1)1-—»] 

Е (30°) 

(1) А (77А ж A) (œ) 

(2) TA (TAA) 定理 30.1 [41] 


(3) AVIA > (77А >A) CV0X1X(2)L-+I 
证 (31°) 
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(1) А = ("А +B) 

(2) В = (ПА >B) 

(3) AVB— (7A >B) 
її (32°) 

(1) "ПА (А = В) 

(2) B-(A- В) 

(3 OAVB-*(A- B) 
AE (33?) 

(1) (A— ПА)» ПА 
(2) “Q A—AV—A 

(3) (A— 31A) > AV QA 
证 (34°) 

(1) (A— ПА) + АУ ПА 
(2) Аз АМ ТА 

(3) AVNA 

定理 31.2 ნ"). 


定理 30.1 [41] 
(әз) 
CV2()002I-1 


(H) 
(œ) 
CVიX1X2)L->) 


定理 30.1 [31] 
CV») 
DRA] 


(33°) 
(V) 
(CX1X2)L->1II 


[1] к (AAB—C)A(AAB— 7C) — (А — ^B) 
[2] 6 (AA OB— C)A(AA AB — 7С) ^ (A — B) 


[11] F A— (B > С)» — ЗА — (C B)* — *A— (BC) 


(121 + AAB— (AB) 
[13] F (A—B)—(B—4A) 


[14] + (A=B) (А < 71В) 
[15] F (А+ 9B) ——(71A— B) 
[16] + (Ae—31B)— n(A >B) 


[21] F АЛВ« (C34 VTB) 
[22] F AAB—>—(A — nB) 
[23] + AVB—>*—(—AA 7B) 


[24] k AVB—— 1A B 
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[25] r A— В+ (АЛ ^B) 
[26] F A— B—AVB 


[31] F AVB——(A—B)—B 
[32] F AVB———(B—A)-*A 
证 [1] 
(1) AAB—>C*—"A—(B—C) 定理 31.1 (41 
(2): AAB — TCs — sA — (B 7C) 同上 
(3) (AAB—C)A(AAB— 3C)— « 
A—(B—C)sA*sA—(B— 1С) 定理 31.1[10] 


(20291 
(4) А» (BC) >A — 
(В — 1С)» — *A — B 定理 30.2 [5] 
(5) А+ (В С) ЛА — 
(В => 1С)» — «А > <8 定理 31.1 [5] 
(41-1 
(ნ) (АЛВ С) ЛСАЛВ 0С) 
-> (А — B) C-+იXC3X5) 
[1 
证 [2] 
(1) (AATB—C)A(AATB— mC) 
— (A— 2118) [1] 
(2) 7B—B 定理 30.1 [57] 
(3) (АЛ В» С)Л(АЛ 18 — “1C) 
—(A- В) 定理 30.1 [12] 
(D2)L=] 
证 [11] 


G) Ве Се (С В) (BC) C9) 
(2) А» (В > C)* — JA—s(C—B) 
— (BC) 定理 30.1[7](1)[->] 
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(3) A—*(C—B)— (BC): 


A—(COB) => «А > (B+C) 定理 30.1[10] 
(4) А (В С)» ЗА е (Сә B)* 


— 6А — (B+C) 
证 [12] 
(1) B—(A—B) 
(2) А (ВА) 
(3) ВЛА — (А ~» В) Л(В » A) 


(4) (A— В)Л(В — А) — (AB) 
(5) BAA-*(A—B) 
(6) AAB-—BAA 
(7 AAB—(A—B) 
证 [13] 
(1) (AB) (B А) 
(2) (AB) (A >B) 
(3) (AB) (BA) 
(4) (R—A)— (AB) 
(5) (A—B)—(B—A) 
ur (141 
(1) (A—B)— (B>A) 
(2) (B—A)— (ПА — 98) 
(3) (АВ) (TA — nB) 
(4) (А-В) = (А >B) 
(5) (A—B)— (TB >A) 
(6) (АВ) (3B 7A) 
(7) (A—B)— (Q A— 18) 
(8) (–ტ–>–8) > ( B უტ) 
(9) (В > А) — (А >B) 
(10) (—A— —B) — (А — В) 
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(=)02)(3)1-) 


(œ) 

(~>) 

定理 31.1 [10] 
M>] 
定理 31.1 [32] 
(—%)(3)(#)1-—>]) 
定理 31.1 (2) 


(一 0(C6)(5)[ 一 ] 


(Cang?) 

(=) 

(1101) (2)1-»] 
(3) 
CDG] 


C) 

定理 30.1 [29] 
DDI] 
(— 

定理 30.1 [29] 
(>0)(4)(5)[—] 
[11](3)X6)[—1 
C) 

定理 30.1 [55] 
(OO 


(11) (7Ae3B)-—(7A— 18) (+) 
(12) (1A— ~B) (B— A) 定理 30.1 [55] 
(13) (A738) ^ (B > А) (C90DG2I] 
(14) (1A — 3B) — (AB) [1100121] 
(15) (A—B)ex(7A«— B) C90)X09( 1 
证 [15] 
(1) (AeB)- (<8 А) CJ 
(2) (TB—A)— (А B) 定理 30.2 [1] 
G) (A—>—3B)— (34A >B) C–-XC1X22L-–) 
(4) (AmB) — (А — ^B) (ә) 
(5) (А->—лв)—›> (B^ ^A) (м) 
(6) (A—3B)— (В+ тА) (—)(4)(5)[->1 
(7) (A——B)— (3A B) (11)1(3X6)L–) 
(8) (AB) (B — —A) (>) 
(9) (B— ПА) (А — <8) (м) 
(10) (3A«B) - (А — <8) C9GX9)L1 
(11) (TAB) —> (7A — B) (<=) 
(12) (ПА - B) -» (C3B— A) 5E 30.2 [1] 
(13) (TAB) — ( B — A) C–>X11X(12)L->1 
(14) (AB) (AmB) [11](10)X13)[—] 
(15) (A-B) (АВ) (<=)(7)(14){1-—] 
XE [16] 
(1) (A—7B)A(A—B)- (AB) (A9 
(2) (AB) (А B) (=) 
G) (A—7B)A(A—B)—(A—B) (SC 
(4) A—A 定理 30.1[1] 
(5) (А 1В) Л (А В)ІЛА 
= (А =» В)ЛА 定理 31.1 [10] 
C3X4)L–) 
(6) (A—B)AA—AA(A- B) 定理 31.1 [2] 
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I(A—71B)A(A c В)]ЛА 
+ АЛ(А B) (—)(5)(6)[->] 

AA(A—B)—B 定理 31.1 (91 

[(A—3B)A(A—B)AA—B  (—9CX9)[1 

[(A—B)A(A—B)]AA— 7B 5 (9) 的 证 明 
相似 

(A—7B)A(AB) > 7A 11169) O90] 

(A IB) A(A— B) > (Ae 7B) (A) 

(Ae 7B) > (TB — А) (—) 

(A4— 7B) ACA — B) > (B — А) (—)(122(132 
[21 

(A— 7B) A (A B) 

— (TB А)Л TIA (Ло) (14011) 

[一 ] 

(mB > А) > (TA >B) 定理 302 [1] 

(mB = А) Л ПА >B 定理 31.1 (51 
(16) [一 ] 

(AB) A (AB) > В (9(5)07) 
[>] 

(A«— 7B) Л (A—B) 一 一 B 与 (18) 的 证 明 相 
m 

(A— 7B) > "(A*—B) [1]G182(19)[—) 

—(A—B)AA >A (A2 

B— B 定理 30.1 (11 

[2(A—B)AA]AB-—AAB 定理 31.1[10] 
(21)(22){=] 

AAB -> (A—B) (12] 

[2(4——B)AA]JAB-— (A+B) | (923204) 
[>] 

[70A—B)AA]JAB—7(AB)AA (A9 


Q7) 
(28) 


(29) 
(30) 


(31) 


(32) 


(33) 


—(A—B)AA > —(A— B) 
[(A—B)AAJAB— (AB) 


TCWA——B)AA > B 
—(A-—B) (A — 7B) 


(А-В) > (3B— А) 
(AB) > (A— 7B) 


(A 3B) 7(A—B) 


WE C21] 


(1) 
(2) 


G) 
(4) 


C5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
(1) 


(12) 


АЛВА 
^A —> NAAB) 


AAB—B 
—B— (A AB) 


“A VTB — (АЛ В) 
AAB > (АҮ “ 18) 
—A— TA V “18 
("А ү 18) >A 
—B— ЛА V 18 
(АУ В) 一 B 
—(^AV 1B) ^ AAB 


AABe— (A V B) 


iE (221 


(A2 
C906)07) 
[一 ] 
[11(25)(28)[->1 
定理 31.1 [4] 
(9—1 

5 (30) 的 证 明 相 
似 
[11](30)(31) 
[>] 
(<—%)(20)(32) 
L->) 


(A 

定理 30.1 [29] 
ai>] 

СЛ) 

定理 30.1 [29] 
G>] 
VADA] 
(M)(5)[—] 
(VD 

定理 30.2 [1] 
(у) 

定理 30.2 [1] 
C /MიXC8XC10) 
[一 ] 
(OD 
[>] 


(1) (AAB)A(A — IB) —AAB (^) 

(2) AAB-—A (A2: 

G) (AAB)A(A — HB) ^ A (DAND: 

(4) (AAB)A(A— <8) B 5j (3) 的 证 明 根 
似 

(5) (AAB)A(A— B)  (A— 58) (A) 

(ნ) (AAB)ACAS 3B)2AAC(A—971B) CAQOGODCOLIA 1 

(7) AACA -» 8) B 定理 31.1191 

(8) (AAB)A CA 一 下 B) 一 一 B C)(6)0)01—1 

(9) (AAB)A(A — “18) > Ве A* 

(AAB)A(A - ^B) > ^B 定理 31.1 (31 

(4)(8)[—] 

(10) AAB— —(A— B) [1](9)[ 一 ] 

(1) 一 (A 一 一 B) 一 人 定理 30.3 [1] 

(12 (А = В) > В 定理 30.3 (21 

(13) (А -» В) » АЛВ СЛ) (1112) 
[^1 

(14) AAB—^7(A- B) (—)(10)(13) 
[一 ] 

证 [23] 

(1) ПАЛ В» NA CM) 

(2) Аж» (АЛ В) (M)(1)[—] 

(з) ПАЛ 7B — 18 (A2 

(4) 3B 一 下 (AAADB) O09) 1 

G) AVB— AANB) (VOQXCOL 1 

(6 A-—AVB (Və 

(7) —(AVB)—-—A 定理 30.1 [29 (6) ] 

(8 B-—AVB (V) 

(9) —(AVB)— ^B 定理 30.1[29](8)[ 一 ] 

(10) —(AVB)— (AA 18) CADNO] 
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GD 


(СТА Л B) > A VB 


(12) AVB* 一 一 (一 AA 一 B) 
证 [24] 


а) 
G) 
G) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(0) 
(11) 
(12) 


(13) 


A— (7A B) 

В» (7А >B) 
AVB—> ("А = В) 
(ПАЛ 7B) > AVB 
(А УВ) — TAA 48 


ПАЛ "B ж» ("А — “რომა 
—(A VB) > (7A > 3B) 


B— +B 


ЧАА — Be 一 。 一 A -> 3B 
(mA 一 下 个 B) 一 门 (一 A->B) 
Т(АУВ) > 103A >B) 


(ПА — В) ^ AVB 


АУВ+» 7А >B 


ЇЕ [25] 


(1) 
(2) 
C3) 
(4) 
G) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 


(10) 


(А — B)A(AA 7B) > AAB 


AA 3B—> А 


(A—B)A(AA 918) А 
(A—B)A(AA B) > ^B 

(A -» В) Л (САЛ TB) ^ (А-В) 
(A—B)A(AA 71B)-*A A (AB) 


AA(A—B)—B 


(A— B)A (AA TB) ^ B 
(А ж B)JA(AA TB) BA: 
(A > B)A (AA TB) > <8 


(A — B) — (АДВ) 


定理 302111 
DAUD] 


定理 30.3 [7] 

(=) 
CVიXCIX2)L->1 

WE (231 89 (11) 
定理 302 (11(4)(->1 
证 [22] 的 (10) 
(—)(5)(6)[—] 
EM 30.1 [34] 

定理 30.1 [2 (80 [1] 
定理 30.1[29](9)[ —] 
(—)(7)(10)[—] 

5E P8 30.1 [55](11) 
[一 ] 
(<——)(3)(12)[—] 


(M) 

(Л) 
CXDO] 
43 (3) 的 证 明 相 似 
CA) 
C/MიX3XC5)L-+1 
定理 31.1 (91 
C9X6)000^1 


定理 31.1 [3)(8)(42 
[^1 
[1](9)[—] 
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(11) 
(12) 


(13) 
(14) 


(05) 
(16) 


(7) 


TIA > (А — B) 
门 (A 一 B) 一 人 


B 一 (A 一 B) 
(A—B)— 1B 


—(A—B)— AA В 
—(AA TB) — (A — B) 


(А =» В) АЛ 18) 


AE [26] 


(1) 
(2) 
(3) 
(4 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
(11) 
(2) 
(13) 
(14) 
(15) 


—C3AV B) > АЛВ 
(А ЛВ) — ПАУ TIB 
(А — B) — (АЛ TB) 


(АЛ B) > AV “108 


(A— B) — "AV 3B 
“ს >R 

B 一 一 AVB 

TB— AVB 

7A > AVB 
CIAV7173B > TA VB 
(A— В) — “AVB 
71A — (A — B) 
B—(A—B) 
TAVB— (А — B) 
A—B— А VB 


WE [311 


(0) 
(2) 
(3) 


* 266* 


A— «(А > B) — В 
B—*(A—B)—B 
AVB— *(A— B) В 


(H) 

定理 302 [1](11) 
[一 ] 

(0 

定理 30.1 [29](13) 
ә] 
С©^)012)(14){[—] 
定理 302 [11(15) 
[一 ] 
(—)(10)(16)[—] 


WE [21] R9 (11) 
定理 302 [1] 

iE [25] RJ (10) 
(2) 

(一 0)(3)(4)[ 一 ] 
定理 30.1[57] 
(Va) 
(—)(6)(7)[—1 
(У) 
CVიX9X8)L–+1 
(—)(52)(10)[—]1 
(H) 

(=>) 
С№)(12)(13)1—»] 
6071619169164] 


定理 30.1 [4] 
(一 
YAD] 


(4) "ПА (А B) (H) 
(5) (АВ) В" > *7A—B (90001 


(6) TA —> B+ — *AVB 证 [24] BJ (12) 
(7 (A—B)—B*-AVB (—)(5)(6)1->] 
(8 AVB—(A—B)—B C9GX 1 
3E [32] 

(1) AVB—BVA 定理 31.1 [21] 
(2) BVA-*(B—A)-*A 证 [31] 的 (3) 
(3) AVB—>"(B—A)—A C->XC1X2)(-–>) 
(4) (B—A)—A*-—BVA WE (311 的 (7) 
(5) BVA-AVB 定理 31.1 [21] 
(6) (B—A)—A*—AVB C–>(4X5)L->1 
(7) AVB(B—A)-—A (C9 GX 9L 1 I 


现在 我 们 来 构造 同 [P*] 等 价 的 重 言 式 系统 . 

[Р*Ъ 是 由 [P*] f& (M), (Н), (C) =4%#LX (71), (7), 
《一 o) 三 条 而 得 (与 由 EP] 得 到 [P]。 相同 , 见 $ 30); 

CI) Fr (A— B) ( B— 7A) 

(7,) БА ж» TNA 

(7) + 站 mA 一 人 
这 三 条 在 形式 上 比 (MD, (H), (C) 更 为 简单 ,它们 的 涵义 也 比较 
清楚 2?。[P*]。 M [P*] 是 等 价 的 。 

[P*] 和 [P*], 的 一 个 重要 特点 是 排 中 律 (Vc) 在 其 中 成 立 。 
这 是 古典 系统 的 特点 . 在 非 古 典 的 系统 中 ,(Vc) 是 不 成 立 的 .我 
们 可 以 在 构造 P* 的 重 言 式 系统 时 把 (VY c) 突 出 出 来 , 4 [P*], E 
由 [P*] (С) 改 为 (Vc) 而 得 , 则 [P*]v 和 [P*] 也 是 等 价 的 . 

定理 31.3 [P*], [P*]。 和 [P*]v 互相 等 价 . II 

我 们 在 第 一 章 中 还 构造 了 命题 远 辑 P^, P", P', P! 和 Pi з, 
它们 都 有 自己 的 重 言 式 系统 。 我们 在 本 节 中 选择 PY 和 Pi， 构造 


1) [P*]。 就 是 项 尔 伯 特 与 由 尔 奈 斯 最 早 构造 的 系统 , 见 希 尔 伯 特 与 贝尔 奈 斯 1934. 
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它们 的 重 言 式 系统 [PY] 和 [Pi] 以 及 几 个 等 价 的 系统 。 
[РУ], IPV], [PY] 有 以 下 的 公理 模式 和 推理 规则 : 
IC") (7), СҮ), СУ) [12V] 
[PYh: (OVV IV) Y; EV] 
[PY]: (VND TV Vs); лү] 


CMV) + (AVA)VA 

(VD) + "AV(AVB) 

(OV) + 3BV(AVB) 

(IV3) + “C#V8)V(8V4) 

(ү) + DYAV*BVO)V(BV*AVC) 
(Vs r (вус) V«O(AVB)V(AVO) 
(чү) r àCOBVO)V-X(AVB)V(CVA) 
[2V] 由 了 AVB 和 A 推出 B 


如 果 在 这 些 系 统 中 引进 定义 : 

D'(-) A— В... AVB 
那么 上 面 的 公理 模式 可 以 写成 下 面 的 形式 ; 

(Vo Б АУА + А 

Сү) FA—AVB 

CV) rFB-AVB 

C31V3 Fr AVB—BVA 

V) + AV(BVC) — BV(AVC) 
(31V) Fr B—CeE—^AVB-—AVC 
(Чү) + B—Ce—*AVB-—CVA 
而 [一 V ] 就 与 [一 ] 相同 . 

IL”), [Ph Я (РУ), 是 互相 等 价 的 [PV] 中 的 (一 V6) 不 能 
改 为 (下 V9) ,因为 (一 Yo,( 阅 VD,( 门 V,) 三 条 是 不 够 的 . 

蕴涵 命题 逻辑 Pi 的 重 言 式 系统 [Pi] 和 {Pij。 有 以 下 的 公理 
模式 和 推理 规则 : 
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[P]; (=>) (>n) (>); [>] 
[P Jo; (=): (>): (>); [一 ] 


(ә) КА (ВА) 

(>n) FA-(B-— OC) «(А >B) (A >C) 
(э) КА В» «(В С) = (А = С) 

C) К (А 6 В) = А А 《皮尔 斯 律 ) 


[>] 由 A 一 B 和 A 推出 B 
(0m (COn 两 条 与 Сэ), >) A (C) 三 条 在 以 [一 ] 为 推 
理 规则 的 情形 下 是 等 价 的 , 故 (1) 和 (->o) 两 条 比 (9) ЯП C) 
BARES. 但 由 于 C) 的 存在 , (а) ში (9 BABET. 结 
RE [РІ] 与 [Pij。 等 价 。 

P 的 重 言 式 系统 中 有 一 个 形式 上 很 精致 的 系统 (P'),, E 
公理 模式 只 有 CO) 一 条 : 

Ce) r (А В) C. — «(C A) > (D— A) 
推理 规则 仍 是 [一 ] 一 条 .这 是 符 卡 希 维 奇 构造 的 ,公理 模式 不 能 再 
短 的 系统 .他 把 [A 一 B] 写作 CAB, 并 且 他 不 用 公理 模式 ,而 在 
推理 规则 中 加 进 代 人 规则 (参看 $ 33), 这 样 , 他 把 公理 模式 (ә) 
换 为 单独 的 形式 公理 ; 

F CCC pqr CC rp C sp 

这 是 一 个 有 十 三 个 符号 的 公式 ， 符 卡 希 维 奇 证 明 , 如 果 公理 系统 
中 只 有 一 条 形式 公理 ,那么 上 述 公理 是 最 短 的 , 即 著 活命 题 逻辑 中 
的 任何 比 它 更 短 的 重 言 式 都 不 能 单独 构成 公理 系统 ， 而 在 其 中 能 
ЖН 297048248 (0004 91 Pr Ç, 


3 a 
31.1 iE[P*] 5 [P*], ffr. 


1) 见 符 卡 希 维 奇 1948。 


31.2 üE[P*] 5 [P*], 等 价 . 

31.3. iE [PY] 55 [PY] fft. 

31.4 iE [PY] 5 [P] 等 价 。 

31.5 IL (LI) 55 [P5], 等 价 

31.6 证 明 :任何 只 有 一 一 个 连接 词 的 命题 逻辑 重 言 式 系统 ,如 果 在 其 
中 证 明了 

[1] F (A—R)—D 

[2] 上 D—s=(B—C)—(A—C) 
那么 就 能 证 明 (—), 试 举 出 五 个 D, 使 得 D 不 是 A 一 B, AER [1] #I (2) 
在 [P] 中 成 立 ,并 且 这 五 个 例子 不 能 一 个 是 另 一 个 的 特例 ， 

31.7 证 明 [P], 5 [P 等 价 . 

#7 在 [P'j 中 依次 证 明 : 

[1] F (4—B)—As—2C-—A 

[2] р (C—B)—As=—=B—>*A 

[3] F C—s(C—A)—(B—A) 

[4] F (A.—C)—(D—A)s— 5 (C—£SB)—As—sD—A 

[5] F (C—B)—(D—A)a— 8 (C A)—(D—A) 

[6] F (C—A)—(D—A)x— š (A—B)-Cs—A,2 8 1 38,5 8 

(A—R)—Cs—A, 

[7] F (C—A)—As—sD >A а — š (A—B)-Ca—aD—A 

[8] F (A—C)—Ba—B § —s=(B—C)—(A—C) 

[9] F A—Ba— 8 (A—C)—Ba—B 
然后 (一 o) 用 上 题 的 结果 证 明 ,( 一 ,) 在 证 [2] 之 后 证 明 , (e) 在 证 [9] 之 后 
证 明 ， 在 [P'], 中 证 明 (e) 比较 容易 。 


$32 非 古 典 命题 逻辑 的 重 言 式 系统 


我 们 在 第 一 章 中 构造 了 两 种 非 古典 的 逻辑 演算 系统 : 海 丁 系 
统 和 极 小 系统 ， 它 们 都 有 各 自 的 重 言 式 系统 。 对 于 命题 逻辑 卫 来 
说 , 它 有 海 丁 系 统 Pa 和 极 小 系统 Pu (Bl $11). Ри 的 重 言 式 系统 
[Ps] 的 公理 模式 是 由 [P] 的 公理 模式 去 掉 (С) 而 得 , P, 的 重 言 
式 系统 [Pu] 的 公理 模式 是 由 [Pu] 的 公理 模式 再 去 掉 (H) 而 得 . 
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推理 规则 都 是 [一 ] 一 条 .这些 重 言 式 系统 的 公理 模式 和 推理 规则 


列 出 如 下 : 
[P]; (=.),(9), (е), (М),(Н), (С); [>] 
[P]: (92. 2,0 O9. (0.00); [^1 
[Pu]; (9, (92, 99.00; [一 ] 


下 面 我 们 来 构造 与 [Pa], [Pu] 等 价 的 系统 .在 第 一 章 中 我 们 
讲 过 , 反 证 律 和 轨 雇 律 形式 上 相似 而 作用 不 同 ,与 此 类 似 , 在 重 言 
式 系统 中 也 有 反 证 律 (定理 30.1[58]) 和 归 廖 律 (定理 30.1[281)?， 
我 们 把 归 廖 律 记 作 “(red)”. 在 [Ph 中 把 反 证 律 改 为 (red), 就 不 
再 同 (01 等 价 ,然而 却 同 [Px] 等 价 , 成 为 一 个 极 小 命题 逻辑 ,我 
们 可 以 构造 包含 (red) 的 重 言 式 系 统 [P ],, [Pu] 和 [Pw]j, 它们 
的 公理 模式 和 推理 规则 如 下 : 

I): (C, Сә)» (тей), C305. [1 

[Pu]; С), С), (теа), (H); 151 

[Рм]: С), Си), red); [^1 


(œ) БА (ВА) 

(он) КА (BC): — «(А ә B) 5 (А > С) 

(геа) F A—B*— *(A— 7B) — ПА 

С) FF 7177A—A 

(Н) + mA 一 (A 一 B) 

定理 32.1 [P], [Ри], [Pu] 2230 8 IC), [Ри], [Pc]; 等 
价 , 邑 卫 中 的 任何 A, 恒 有 

[1] [P]; FA <=> [P]: F A 

[2] [Pu]: F A <> [Pu]: F A 

[3] [Pu]: + A <> [P,) F Ail 

正 像 由 [P] 去 掉 公 理 模式 (С) 而 得 到 [Pu], 又 由 [Pa] 再 去 
HARRA (H) 而 得 到 [Puw] ,我 们 可 以 类 似 地 构造 非 十 典 命题 逻 


D 重 言 式 系统 中 的 反 证 律 和 归 话 律 与 自然 推理 系统 中 的 反 证 律 和 归 雇 律 最 然 不 
同 ,然而 它们 在 逻辑 演算 中 所 起 的 作用 实质 上 县 相同 的 。 
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辑 05 ЯП Р 的 重 言 式 系统 (РА) 20 [PA] [PA] ME (P^ ] dfi 
СС) 而 得 , [PA] 就 是 由 [PE] BEA bi (H) 而 得 . 
但 是 , IPA] 不 是 海 丁 原来 构造 的 命题 逻辑 系统 , [PS] 也 不 是 
最 初 由 约翰 途 ? 构 造 的 极 小 命题 逻辑 系统 。 RT Pål 是 海 丁 
原来 构造 的 系统 , 它 有 以 下 十 三 条 公理 模式 : 
1) А (ВА) 
2) ААЛА 
3) АЛВ = ВЛА 
4) (A—B)—(AAC—BAC) 
5) (A—B)A(B—C)— (A — С) 
6) АЛ(А >В) >В 
7) А АҮВ 
8) AVB—BVA 
9) (A—C)A(B— C) ^ (AVB-* C) 
10) (AB) — (A— B)A(B— A) 
11) (A-B)A(B— A) — (A— B) 
12) (A-B)A(A — 7B) > ПА 
13) “А (A >B) 
和 [一 ] 一 条 推理 规则 ， 海 丁 原 来 的 系统 中 , 除 [一 ] 外 还 有 一 条 推 
理 规则 
14) 由 A 和 B 推 出 AAB 
可 是 14) 在 [Pä] 中 是 可 以 证 明 的 ， 因 此 是 不 必要 的 。 我 们 以 
“IPA” 中 括号 外 面 的 “H” 表示 这 是 海 丁 原来 的 系统 2 
4 [Pš]; ЖШ [P Ta 9:78 13) (ИП (H2) 而 得 .。 [PAN 就 是 约 
ЮМНИ Л EGET, 约翰 孙 原 来 的 系统 中 也 有 
14) 这 一 条 推理 规则 , 但 是 它 在 [PX]; 中 也 是 可 以 证 明 的 ,所 以 是 


` 1) LE. Johansson. 
2) NYEGKEURULAT 1930. 它 用 了 单独 的 公理 而 不 是 用 公理 模式 ， 另 外 加 
BCA RI (BE $ 33) 作为 推理 规则 。 此 外 ，<> 在 其 中 不 是 原始 的 命题 连接 
词 ,而 是 定义 出 的 。 显 然 , IPh]a 和 海 丁 原来 的 系统 是 等 价 的 。 
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TER. “PA BB “1” 表示 这 是 约 轮 逊 构 造 的 系统 5. 
在 [På] R [PR]; 中 可 以 证 明 14). HH 1). 2), 4) 分 别 可 得 
由 A 推出 B 一 A 
由 8 推出 BAB 
由 3 一 A 推 出 BAB 一 人 AB 
由 这 些 应 用 [一 ] 就 得 到 14), 

应 用 5), 可 以 由 A 一 B 和 B 一 C 推 出 A 一 C, ZH 4 — В 
5n B — C 根据 14) 可 以 推出 (A 一 B)A(B 一 C), 由 此 和 5) 应 用 
[一 ] 就 推出 A 一 C， 这 个 证 明 过 程 可 以 写成 下 面 的 形式 : 

(1) А-В 

(2) B—C 

(3) A-C 5)(1)(2)[->] 

上 面 (3) 中 右 方 的 “5X(1)(2)[ 一 ]” 表 示 由 《1) #9 C2) 应 用 14) 可 
推出 (1)A《2), 然 后 由 5) 和 (1)AC2) 应 用 [一 ] ЕШ (3). 这 
里 的 5) 实际 上 就 是 (1)A 人 (2) 一 (3)， 

[PX] 与 [PX] 是 等 价 的 。 由 于 [PA] 比 [PA] 多 一 条 (Н), 
[PsJa 比 [PA]; 也 是 多 一 条 〈《H)， 所 以 由 ЇР&) 与 [Pš]; 的 等 价 
性 就 能 证 明 [PE] 5 [Pra 的 等 价 性 。 在 [PA БЇР], 的 等 价 
性 中 ， 由 [PR 能 证 明 [PA 的 公理 模式 这 一 点 已 经 包含 在 定理 
311 之 中 ; h IPA) 证 明 [PA] 的 公理 模式 就 是 下 面 定理 32,2 的 
WA. 

定理 322 [PZ]: 

[1] ნ A—(A—B)* —*A—B 

[2] F A— B* — *(B— C) — (А — C) 

[3] F AAB— A 

[4] F AAB—B 

[5] ნ A—B* — «(А ~» C) — (А э BAC) 

[6] F B—AVB 


D £8 Ж #96 BL2008:8 1936, 


[7] F A—C* —*(B—C) —(AVB-C) 

[8] F (A—B)—(A— B) 

[9] + (АВ) — (B>A) 

[10] РА B* — «(В — A) — (AB) 

III) к (A— 3B) (В 71A) 

证 [Ри]; 中 可 以 证 明 下 面 的 (1?) 一 (56") 这 些 形 式 定 


Ж; 

(1°) AAB--(B—A)AB 

(2°) (B—A)AB—A 

(3) AAB-—A 

(4%) AAB—B 

(5°) A—A 

(6°) B-—AVB 

(7°) (A—*B)— (А — p) 

(8°) (A—B)-*(B—A) 

(9°) (A—B)—(BAC—CAB) 

(10°) (A—B)A(A—B) >*(BAC—CAB)A(A — B) 

(11°) (A—B)—(BAC—CAB)A(A — B) 

(12°) (A—B)—(A—B)A(BAC—CAB) 

(139) (A—B)A(BAC—CAB) — (AAC 
—BAC)A(BAC-—CAB) 

(14?) (A—B)A(BAC-— CAB) = (АЛС-+ СЛВ) 

(15°) (A—B)—(AAC—CAB) 

(16°) (A- B)A(C— D) -* (C- DA(AAC—CAB) 

(17°) (C— D)A(AAC— CAB) — (АЛС 
—CAB)A(CAB— BAD) 

(18°) (C— D)A(AAC— CAB) — (AAC— BAD) 

(19°) (A—B)A(C— D) — (AAC— BAD) 

(20°) (A—B)A(A— C) ^ (A— АЛА) 

(21°) (A—B)ACA— O* A*(A— B)JA(A— C) + 
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Q2?) 
(23°) 


(24°) 
(25°) 
(26°) 
(27°) 
(28°) 
(29°) 
(30?) 
(31% 
(329) 
(33% 
(34°) 
(35°) 
(36°) 
(37°) 
(38°) 


(39°) 
: (40°) 
(41°) 
(42°) 
(43°) 
(44°) 
(45°) 
(46°) 


(А В) Л (А >C) Л "А + АЛА 

(А — В) ЛСА — C)* — «(А > B)A 

(А э С) Л «А АЛА 

(А =» В) Л (А — С)» Л А > AAA 一。 

(А — AAA)ACAAA + ВАС) 

(А — В) Л (А — С)» ЛА АЛА» =» *A— ВЛС 
(А = В) Л (А — C) > (A — BAC) 
BACA =C) > (А — В) А (А >C) 

BACA >C) — (A— BAC) 

В + (А > А) 

B — (A— А)ЛСА — B) 

B—(A-*AAB) 

(А > BAC) > (A > BAC)A(BAC — CAB) 
(A— ВАС) > (A— CAB) 

ВЛ(А >C) > (A > CAB) 
A—(B—A)A(B— B) 

A-—(B—AAB) 

АЛВ >С» — «АЛВ Се Л А — (B— АЛВ) 
AAB 一 C «А ~» (В ~» АЛВ)Ә Л(АЛВ C) 
А (В = АЛВ)Л(АЛВ С)» -» • 

А — (B АЛВ)Л(АЛВ  С)« Л» 

(B— АЛВ)Л(АЛВ С) > (B— С) 

А -> (В = АЛВ)Л(АЛВ С)» —> *A— (B > С) 
AAB С» «А = (В > С) 

A— Br «(В С) > (A — С) 

А — Ba — *(A— С) > (А > BAC) 
A— C» > *(В-> С) > (AVB —> C) 

А — B" — «(В+ A) > (AB) 
(B—C)A(A— B) (A >C) 

B —> C! > *(A— B) > (A > C) 
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(47°) (B—C)AB—C 
(48°) A—(B—C)ABe—*A—C 
(49?) A—(B—C)A*A—Br—*A-—C 
(50 А (В С) ә «(А > В) (А ә C) 
(51°) А (А >B) >. ტტ 
(52°) A— (A В)" — "А > В 
(539) (A—B)— Ar — «В =» ПА 
(54°) (A— В) Л(А В) > TA 
(55%) A— TIB: — «(А ж» В) > ПА 
(56°) (> В) — (В -» А) 
其 中 的 《52°), (41°),(3°),(4°),(42°),(6°9), (43°), (7°), (8°), 
(44°), (56°) 依次 就 是 定理 中 的 [1] 一 [11], 其 中 的 D 是 P* 中 的 
任意 合式 公式 ， 
证 (1?) 
(1) 4->(8->4) 1) 
(2 AAB-—(B—A)AB 4)1)[—] 
证 (2°) 
(1) (B—A)AB—BA(B- A) 3) 
(2) BA(B-—A)—A 6) 
(3) (B—A)AB—A 5)(1)(2)1—] 
iE (3°) i 
(1) AAB—(B—A)AB (1°) 
(2) (B—A)AB—A (2°) 
(3) AAB—A DODI] 
1I (49) 
(1) AAB—BAA 3) 
(2) BAA-*B (3°) 
(3) AAB—B DO] 
证 (5?) 
(1) A— AAA 2) 
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(2) AAA—A (3°) 


(3 A—A 5)‹1)(2)1—=] 
186 (6°) 

(1) B—BVA 7) 

(2) BVA-*AVB 8) 

(3) B—AVB 5X1XC2)-+1 
证 (7?) 


(1) (АВ) — (А — B)A(B—A) 10) 

(2) (A—B)A(B—A)— (A >В) G°) 

(3) (A—*B)— (А >B) 5)000DI1 
її (8°) 

(1) (А—в)— (А — B)A(B—A) 10) 

(2) (А В)Л(В — A) — (B— A) (4°) 


(3) (A—B)— (В А) 50001-1] 
iE (9°) 
(1) BAC 一 CAB 3) 
(2) (A—B)— (BAC—CAB) DO! 
E (10°) 
(1) (A—B)—(BAC—CAB) (9°) 
(2) (A—B)A(A—B)S(BACOCAB)A(A—B) 4)(1)[—] 
证 (11°) Є 
(I) (A—B)—(A—B)A(A—B) ., 2) 
(2) (A-B)A(A- B) ^ (BAC „.. 
— CAB)A(A-B) (10°) 
(з) (A—B)—(BAC—CAB)A(A— B) 5)(1)(2)[—] 
i (12°) - 


(1) (A—B)—(BAC—CAB)A(A—B) (11°) 
(2) (BAC—CAB)A(A— B) 
— (A = B)A(BAC— CAB) 3). 
G) (A-—B)—(A—B)A(QAC—CAB) 5X1X2)L->1 


• 277 * 


XE (13°) 
(1) ХА = B) (АЛС + ВЛО) 4) 
(2) (А =» В) Л(ВАС-» CAB) 一 
(AAC— BAC)A(BAC-—CAB) OX -] 
ME (14°) 
(1) (A-—B)A(GBAC— CAB)— 


(AAC-9 BAC)A(BAC— CAB) (135) 
(22 (AAC—BAC)A(BAC-— САВ) 一 
(AAC-—CAB) 5) 


(3) (A—B)A(BAC—CAB)—>(AAC—CAB) 5)(1)(2)1->] 
ЇЕ (15°) 

(1) (АВ) + (А > В) Л(ВЛС-+ СЛВ) (12°) 

Q) (A—B)AGAC-—CAB)-— 


(АЛС СЛВ) (14°) 
G) (Ав) (АЛС СЛВ) DAM] 
V (16°) 
(1) (A—B)— (AAC—CAB) (159) 
(2) (A—B)A(C D) 

(C— D)A(AAC-CAB) C15-X1)L-+I 
ЇЕ (17°) 
(D (C—D)-(CAB- BAD) (15°) 


(2) (C—D)A(AAC—CAB)— . 
(AAC—CAB)A(CAB-— BAD)  (15°)(1)[—] 
证 (18°) | 
(D (C—D)A(AAC— СЛВ) = 
(АЛС –> CAB)ACCAR — BAD) (17°) 
(2) (AAC—CAB)A(CAB-— BAD) — 
(AAC— BAD) 5) 
(з) (C 一 D)A(AAC 一 CAB) 一 
(AAC—BAD) 5)(1)(2)[->] 
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证 (19°) 
(1) (A—B)A(C— D) 


(C— DA(AAC-- CAB) (16°) 
(2) (C—D)A(AAC— CAB)— 
(AAC— BAD) (18°) 
(3) (A—B)A(C— D) ~» (AAC— BAD) .5)(0)00-] 
1р (20°) 
(1) A— AAA 2) 
(2) (AAB)— (А С)" —*A- AAA 0001-1 
E (21°) 
(1) (A—B)A(A-—C)— (A— AAA) (20°) 


(2) (A—B)A(A—O)* A "C#->8) A (A—C) 
*—*(A— B)A(ASC)*A*(A AAA) (15°)(1)[—>] 
їр (22°) 
(1) (А ә B)A(A— C 
(A—B)A(A—C)* Л «(А-»В) Л (АС) 2) 
(2) (А В)Л(А С) А «(А > В)Л 
(А => С)» — + (А > B)A (А >C)» Л" 
А- АЛА (21°) 
G) (А = В)Л(А С) >. 
(A — В) Л(А >C) A-A— АЛА 5)(1)(2)[—] 
E (23°) 
(1) (A—B)A(A— C) — (А—А)Л(ВәС) (19°) 
(2) (A—B)A(A— C)*A*A— АЛА 


А = АЛА» A*(A— А) Л (В С) (159)(D[] 
1 (249) 
(1) (А B)A(A— C)* A*A- АДА» >. 
(А > AAA)ACAAA — BAC) Q3?) 


(2) (A—AAA)A(AAA— BAC) > 
(А > BAG) 5) 


G) (А+ ВЛА С): ЛА ж 


AAA. — А э BAC 5)(1)(2)[—] 
1E (25°) 
(1) (А B)A(A— C)* — «(А В) Л 
(А — C)* Л "А > AAA (22°) 
(2) (A—B)A(A— C)"/ "4 -> AAA — « : 
A— BAC (24?) 
(3) (A—B)A(A-— C)* — *A-*BAC 5)(1)(2)[-—=1 
AE (26°) 


(1) B—(A—B) 1) 

G) ВЛ(А С) >C#->8)#(4+C H>] 
证 (27°) 

(I) BA(A—C)—(A—B)A(A—C) (26°) 
G) (A2B)A(A— C) + (А = ВАС) (5° 
G) BA(A- CO = (ABAC) DOO ES 
E (28°) 

(1) A>A (5°) = 

G) В» (А-А) 1XI)L->) у 

E (29°) 

(1) В» (А А) (28°) 

(2) B—(A— B) D 

(3) B 一 (A 一 A)A(A 一 B)  (25°)(1)(2)[-—>] 
证 (30?) 


(1) B—(A-—A)A(A— B) ` (29°) 
(2) (A—A)A(A—B)—(A—AAB) (25°) 
(3) В- (А + AAB 5)(1)C2)[->] 
证 (31°) 
(1) BAC—>CAB 3) 
(2) (A—BAC)—(A—BAC)A 

CBAC 一 CAB) Go XD] 
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XE (32°) 
(1) (А BAC) > (A— BAC)A 


(BAC 一 CAB) (319) 
(2) (A BAC)A(BAC— CAB) 一 

(A—CAB) 5) 
(3) (А = ВЛС) — (A— CAB) 5)(1)(2)1->1 
1р (33°) 
(1) BA(A— C) — (А — BAC) (27°) 
(2) (A-—BAC)-(A—CAB) (32?) 
(3) BA(A—C)-(A—CAB) 5)(1)(2)[—] 
AE (34°) 
(1) A—(B—B)A(B-— A) (29°) 
(2) (В В)Л(В А) — (В А) Л(В-В) 3) 
G) А (В > А)Л(В В) 5)(1)0)1-»1 
AE (35°) 
(1) А» (В A)A(B- В) (34*)(34) 
(2) (B—A)A(B- B) > (B— AAB) (25°)(25) 
G) А (В -»+АЛВ) 5)0002l1 
E (36?) 
(1) A—(B-—AAB) (35°) 
(2) (АЛВ-+ С) + (AAB-*C)A 

(A > «В = AAB) (30°) DI—] 
AE (37°) 
(1) (AAB—C)—*AAB—C*A*A— 

(B—AAB) (369) 
(2) AAB 一 CA 人 A 一 (B 一 AAB) >. 

A— (В + AAB)JA(AAB- C) (339) 
G) AAB-C*-*A-— (B—AAB)A 

(AAB => C) 5)0002[] 
1р (38?) 
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(1) (BOAAB)JA(AAB—C)-—(B—C) 5) 
(2) A-—(B—AAB)A(AAB— C)* —* 
А (B AAB)ACAAB >C): Ле 
(B-AAB)A(AAB—C)— (B—C) (30?X1)L->1 
E (39°) 
(1) A—(B—AAB)JA(AAB— C) 
A — (В AAB)AC(AAB— ON: 
(B-AAB)JA(AAB—C)—(B—C) (38°) 
(2) А = (В-»+ АЛВ)Л(АЛВ 6)" Л" 
(B—A ЛВ) Л (АЛ ВС) (ВС) 


А —(B— С) 5) 
(з) A—(B—AAB)A(AAB— C 

A (В С) 5X1XC2)L-) 
证 (40?) 
(1) АЛВ-» Се > A — 

(B= AAB)ACAAB— C) (37?) 
(2 A-—(B—AAB)A(AAB— C) >" 

А (В > С) (39°) 
(3 АЛВ С» "А ~ (В — С) 5)020)0I1 
МЕ (41°) 
(1) (А В)Л(В C) (А-— C) 5) 
(2) A 一 Be 一 "(B 一 C) 一 (A 一 C) (40°)(1)1->1 
WE (42?) 


(1) (A—B)A(A— С) —(A—BAC) (5°) 

(2) А-В. = «(А = С) = (А + ВЛС) (40°)(1)1-»] 
AE (43°) 

(1) (А + С)Л(В > С) = (АМВ- С) 9) 

(2) А Си = «(В+ С) ә (АМВ С) (40°)(1)[—] 
E (44°) 

(1) (A—B)A( — A) > (A—B) 11) 
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(2) A— B. — (B> A) — (AB) (40°)(1)[—] 
E (45°) 
(1) (ВС) ЛСА — B) ^ (A— В) Л (ВС) 3) 


(2) (A—B)A(B С) — (A— С) 5) 
(з) (B—C)A(A— В) — (A— C) 5)(1)(2)[—] 
AE (46°) 


(1) (GB—CO)A(&— В) = (А 0) (45°) 
(2) B—>C «(А — В) — (A >C) (40°)(1)[—] 


Ar (479) 

(1) (B—C)AB—BA(B—C) 3) 

(2) BA(B-—C)—C 6) 

(3) (B—-OABoC 5)(1)(2)f 一 ] 

WE (48?) 

(I) (B—^C)AB-C (47°) 

(2) #ტ->(8-–>C)/8.->-4->C (46°)(1)[->] 

E (49?) 

(i) А (В С) А в. ->。 E 
A—(B—C)AB (259) 

(2) А (В С) ЛВ: —*A—C (48°) 

(3). А (В С) A*A— В. зА С 5)(1)(2)[—>1 

iE (50°) 


(1) А (В С) ЛА Ве «А С (49°) 
(2) А (В С). «(А = B)2(A — C) (40°)(1)(2)[—] 
E (51°) 


(1) А-А (5°) 

(2) А (А В). — «А» A 1)(1)[—>] 

AE (52?) 

(1) А (А В). (А = A)9(A—B) (50°) 

(2) А (А +В): — *A— A (51°) 

(3) А (А 5 В) > *A— В (50%) 01027-1 
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证 (53°) 


(1) B— (A— B) 1) 

(2) (A— B) — ПА‹ —» «В ә ПА (419)(1)[—] 
WE (54?) 

(1) (A— 3B) A(A2B)(A—B) A(A— 18) 3) 

(2) (A—B)A(A — В) - ПА 12) 

(3) (A— В) ЛСА 5 B) ~» 7A 500020] 
AE (55°) 

(1) (А = В) Л(А > В) > ПА (54?) 

(2 A— B: = «(А > B) — TA (40°) DD)[—] 

证 (56°) 


(1) А = Br —> «(A B) ПА (55°) 
(2) (А->В)-—>1А#->*В-—> ПА (53°) 
(3) А TIB" > «B> ПА 5AA — 11l 
前 面 已 经 说 过 ， 由 定理 31.1 和 定理 32.2 就 证 明了 [PA] 与 
[PE] 的 等 价 性 ， 由 此 又 可 得 到 (105) 5 [Pñ]u 的 等 价 性 ; 因此 有 
下 面 的 定理 32.3, 
定理 32.3 [PR]. [PA] 2-9) 5 [PÄ] EP. 等 价 . || 
[P$] 和 [PX] 还 有 其 他 的 等 价 的 系统 . 我 们 在 上 节 中 讲 过 
[P*]v, E 5 [P*] 是 等 价 的 , 它 是 一 个 古典 的 系统 . 15 [P*] dB 
应 的 非 古 典 系统 有 [Ph]. ЖП [Pä]. [PA] 是 由 [P*]v f (M) 
30 (Vo RRRA СЛ) 70 СЛ) ME [PA], 是 由 [PA], 去掉 
(н) 而 得 。 这 两 个 系 绕 的 特点 是 突出 了 无 矛盾 律 . 
定理 32.4 [PA], [PA] 2305 [PÄ] [PÄ] 等 价 . || 
[P*]v 和 (LI, 之 间 有 一 种 关系 ， 我 们 要 在 这 里 特别 说 明 一 
下 ， 如 果 把 [P*]v 中 的 排 中 律 换 为 无 矛盾 律 , 那么 所 得 到 的 系统 
JS (651, 等 价 的 , 也 就 是 与 [P] 等 价 的 (根据 定理 32.4), 因 此 
与 [P*]，[P*]v 是 不 等 价 的 . 这 也 说 明了 排 中 律 比 无 矛盾 律 更 
强 , 无 矛盾 律 是 不 能 代替 排 中 律 的 . 
使 用 归 廖 律 (red), 可 以 构造 [P*1,, [PA] 和 [PX]:, 方 法 与 构 
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# [P], [Pa], 和 Pu] 的 方法 相同 ， IP”), [Pñ], [Ри], 分 别 
5 [P*], [Pñ], [PX] 等 价 . 


3 H 


32.1 证 定理 32.1, 
32.2 证 定理 32.4。 


$33 谓词 逻辑 的 重 言 式 系统 


在 本 节 中 我 们 要 构造 谓词 逻辑 的 重 言 式 系统 ， 这 与 命题 逻辑 
重 言 式 系统 的 构造 是 相似 的 ,所 以 我 们 陈述 得 比较 简略 . 

我 们 先 构 造 了 和 LV 的 重 言 式 系统 [F] 和 [F*], 以 及 它们 的 
等 价 系 统 ， [F*] 的 符号 和 形成 规则 都 与 F* 的 相同 。 [F*] 有 下 
面 的 十 九 个 公理 模式 和 两 条 推理 规则 : 

(20 FA-(B—A) 

(>) РБА (А В) ә «А В 

(э) БКА» В .(B—C)— (A — С) 

(AD FAAB—A 

(A) + AAB—B 

(AQ) РАВ» *(A— C) э (A— BAC) 

(V) FA-*AVB 

(V) FF B—AVB 

(VQ) БАС (BC)  (AVB-— C) 

(<=) + (A—B)— (A >B) 

(<=) + (A—>B) > (B > A) 

(—) БА Ве (В A) — (A—B) 

(М) F (A— B) —(B— А) 

(H) к TIA — (А — B) 

(c) F (A— JA) — B: > s(A—B)— В 

(v) F VxA(x) — А(а) 
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(V) F Vx[A— B(x)] — *A — VxB(x) 


(а) F A(a) 一 3xA(x), 其 中 的 A(x) 是 由 A(a) 把 :在 其 
中 的 某 些 出 现 替换 为 x 而 得 
(3) F Vx[ A(x) — B] — »3xA(x) > B 


[>] 由 A 一 B 和 A 推 出 B 


iv] 由 A(a) 推出 VxA(x) 
其 中 的 [v] 是 普遍 化 规则 .在 IV) 中 是 对 а 应 用 普遍 化 规则 的 。 

在 [F*] 的 公理 模式 中 去 掉 关 于 入 , V ,< 一 *， 习 的 部 分 ， 就 得 
到 [F] 的 八 个 公理 模式 ，[F] 的 推理 规则 也 是 [一 ] 和 [Y] 两 条 . 

[F] 和 [F*] 中 的 形式 定理 的 定义 不 再 陈述 . 

在 [F*] 的 形式 定理 中 ,凡是 只 包含 全 称 量词 的 都 是 [F] 中 的 
形式 定理 . 

定理 33.1 [Е*]. 

[1] F A 一 B(a) 一 >r А — VxB(x) (a 不 在 A 中 出 现 ) 

[2] F AG) 一 B 一 >F sxAQ) > B (a RÆ B HHH) II 

定理 33.1 的 [1] 和 [2] 都 是 推理 规则 ， 它 们 在 形式 上 分 别 与 
(Vo) Яп (аһ) 相似 , 故 使 用 时 分 别 记 作 “[Yo]” 和 “[3o]。 

定理 33.2 [F*]. 

[1] + VxA(x) <» VyACy) 

[2] F 3xA(x) +» чуА(у) 

13] + VsyA(x, у) — VyxA(x, у) 

[4] + ЗхуА(х, у) <> ЗухА(х, y) 

[5] + МхА(х) — ЭхА(х) 

[6] + 3xVyA(x, у) > Vy3xA(x, у) 

定理 还 要 求证 明 时 不 使 用 (H) #0 (С). il 

定理 33.3 [F*]: 

[1] F VxA(x) > "13x 1A(x) 
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ма 


[2] F ЭхА(х) > Vx 1#(ჯ) 


[3] F 3x"1A(x) — "1УхА(х) 
[4] £f Vx JAG) 一 一 3xA(x) 
[5] F 门 3x 门 Afx) — VxA(x) 
[6] L “IV I4(X) — 3xA(x) 
[7] F "WxA(x) — Bx 1 A(X) 
[8] F “03X4(X) — Vx 1A(x) 


定理 还 要 求 在 证 明 [1] 一 [4] 时 不 使 用 (H) Яп CC). 


我 们 选 证 [1] [4]. 
uy 
(1) VxA(x) — A(a) 
(2) 一 A(a) 一 一 VxA(x》 
(3) 3x A(x)— WxA(x) 
(4) VxA(x)— "13x 1A(x) 
证 [4] 
(1) 3xA(x) > “IVX-1#ტ(X») 
(2) Vx A(x) — 一 3xA(x) 
(3) A(a)— ЭхА(х) 
(4) 一 3xA(x) 一 一 A(a) 
(5) 一 3xA(x) — Vx" 1A(x) 
(ნ) Vx—A(x)— 7 3xA(x) 
定理 33.4 (Е*]. 


(V) Bt a RE AG) 中 出 现 
定理 30.1 129](1)[ 一 ] 
QLI] 

CMXC3)L->1 


(21 
(M)(Dí—1 

(а) Bt a 不 在 AGO 中 出 现 
定理 30.1 [29](3)[—] 
(4)[ Vol 

(2)(5) m [Р&1|! 


[1] F Vx[LA(x) — B(x)] > *VxA(x) — VxB(x) 
[2] + Vx[AQO — B(x)] > *3xA(x) > 3xB(x) 
[3] Ft A— VxB(x)<— Vx[ A — В(х)] 

[4] + KAG) — B Vx[ A(x) — B] 

[5] + 3x[ A — B(x)] — *A — 3xB(x) 

[6] + Sx[ A(x) > B] — *VxA(x) — B 

[7] к AA VxBGO — Ух[ AA BOO] 

[8] r AA 3xB(x) — 3x[ AA B(x)I 
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[9] 
[10] 
[11 
[12 
[13 
[14] 
[15 
[16 
[17] 
[18] 
[19] 


F VxA(x) A VxB(x) —— VXI AGO Л B(x)] 

F SxLAGOA B(x) ] — 3xA(x) Л 3xB(x) 

F AVVxB(x) — Vx[ A V B(x)] 

к AV3xB(x) — 3x[A V 8(X)1 

F VxA(x) V VxB(x) — Vx[ A(x) VRGO] 

F ЭхА(х) V3xB(x) <» 5XI A(x) МВ(х)] 

F VxL A(x) B(x) 1 ^ * VxA(x)— VxB(x) 
F Vxl AQ) B(x)] — *3xA(x)— 3xB(x) 
F A — 3xB(x)* — 3x[ A > B(x)] 

+ VxA(x) — Ba — 5XI A(x) — B] 

F Vx[A V B(x)] — A V VxB(x) 


定理 还 要 求 ,在 证 明 [11—[16] 时 不 使 用 (H) Яп (С). || 
定理 335 [F*]: 


[1] 
12] 
13] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 
[10] 
EH 


F ე)“ IVX 1“ I4(X) — Vx 1 1#ტ(X2 
k “I IVX#(X) > Vx VA) 
E ЭхА(х) 一 3x I 14CX) 
к Sx 1 14(X) 一 “ 1“ 193X#(X) 
L 4-1 IVX#CX) 一 VxA(x)] 
EANTA) — ЭхА(х)] 
F 站 [3x 门 一 A(x) 9 ЭхА(х)] 
F Vx I 1A(x) > TYxA(x) 
F Sx 171A(x) 一 9X4(X) 
p —a—3xA(x) > 33A) 
LE 还 要 求 , 在 证 明 [1] 一 [4] 时 不 使 用 (H) ЯП (C), 在 证 明 


151—1? 


ТАЕН CO. II 


非 古典 的 谓词 逻辑 ЕА #I ЕЗ BUE EUR AE LER] 7 68 [F* 1S 
#9 (C) 而 得 , [FA] 是 由 ГЕЗ] 9277 (Н) 而 得 . 
使 用 归 廖 律 (red), 可 以 构造 分 别 与 [F*], [FA], [FA] 等 价 的 


[к*},[ 


FE) FÉ. 销 况 与 构造 [Plo [Pa], (Рм), 的 相同 《 见 


6 32), 故 不 再 述 。 


* 288 • 


由 CF*1, [ЕЙ], EFI, 01,001 ГЕ], 去 掉 公理 模式 中 的 
(V9) # ფა, 并 把 推理 规则 [Y1 换 为 [Yo] 和 [3o] 两 条 ， 就 得 到 
它们 各 自 的 等 价 系统 . 

在 谓词 逻辑 的 重 言 式 系 统 中 ,加 进 关于 等 词 的 两 个 公理 模式 : 

(1) + ama 

(h) t amb— *А(а) > AC) Ж ACD) ЖЕШ Ale) а 

在 其 中 的 某 些 出 现 蔡 换 为 而 得 
就 得 到 带 等 词 的 谓词 逻辑 的 重 言 式 系统 . 在 不 带 函 数 词 的 系统 
中 , (ID 和 Go) 中 的 a, b 都 是 个 体 词 。 

带 函 数 词 的 重 言 式 系统 中 的 公理 模式 《VD) (30. 与 前 面 讲 
过 的 不 同 , 例如 [F*], 它 有 [P*] 的 十 五 个 公理 模式 和 (VY (Yo); 
(a), (39. (1), (I KARAR LL ->170 IV I 两 条 推理 规 
则 ,其 中 的 《Yi) 70 (3) 是 下 面 的 模式 : 

(V) + VxA(x) — А(а) 

(3) 上 A(a) ^ 3xA(xz)， 其 中 的 A(x) н Аба) HE a 在 其 

中 的 某 些 出 现 替 换 为 x 而 得 
[F^] 又 是 由 IL" 1 E (vO, (9), (1) 三 条 换 为 (Vi), (3), (ID 
Fin CE 而 得 : 
(V) F VxAGOAEta — А(а) 
(3) 上 А(а) AE1a 一 3xA(x), 其 中 的 A(x) Јн А(а) 10 a 
在 其 中 的 某 些 出 现 替 换 为 x 而 得 
(L) + Eta — amsa 
(ED F Eta 
F F(ao tto an) > Eta, ih a XE aili = 1,55, 
2) 的 子 项 

[F°] 和 [F*'] 的 非 古 典 系 统 我 们 不 再 陈述 ， 

定理 33.6 (III. 

[1] F а==Ь —> b=a 


[2] F ambAbzc — ас 
[3] 上 A(a) Abzza — A(b) 
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I4] 
(51 
L6) 
L71 


L А(а) A ЗАС) — amb 

F A(a) =» Vx[amx — AQ] ` 
F Ala) <» Эх ах A AQ] 

F Etall 


定理 33.7 [Fi]: 


[1] 
{2] 
[3] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] 


F amb раза 

r amb Л Бес — amc 
A(a) A ba — ACD) 
Ala) A 240) > am 
A(a)«—Wx[ атах — A(x)] 
А(а) <» 3xf ax A A(x)] 
F Etall 


3*4 E Ce 


3:38 33.8 [Fi]: 


11] 
[2] 
13] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] 
[8] 
19] 


33.1 
33.2 
33.3 
33.4 
33.5 


+ amb —> шша 

F ambADE-— amc 

А(а) Aba — А(Ъ) 

Ala) Л TALE) -> amb 

А(а) — Yxla=x > А(х)] 

Sx[ ex A A(x)] — А(а) 

Ух[ ax — A(QO]AEta — А(а) 
А(а) ЛЕ!а > Sx[ ax A А(х)] 
Ela — E16 (b J а BST XA) |} 


E 题 


be 2 


证 定理 33.2, 
证 定理 33.3 [2] [3], [51,[6].[7], 

证 定理 33.4, 

证 定理 33.5, 

证 明 : 如 果 由 [F*] 去 掉 公 理 模式 中 的 (v) 和 (3。), 并 把 推理 规 


则 中 的 [v] 换 为 [w] 和 (з) 两 条 而 得 到 LF*],, RE LF*] 与 [F+], 等 价 . 


33.6 
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证 定理 33.8, 


$34 重 言 式 系统 和 自然 推理 系统 的 关系 


在 第 一 章 中 我 们 构造 了 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 的 自然 推理 系 
统 ， 在 本 章 中 构造 了 相应 的 重 言 式 系 绕 ， 现 在 我 们 来 研究 这 两 种 
系统 之 闻 的 关系 ， 为 此 , 先 要 作 一 些 准 备 . 

本 节 中 所 要 建立 的 概念 和 定理 ， 对 于 各 个 重 言 式 系统 都 是 适 
用 的 。 我 们 首先 要 把 重 言 式 系统 中 的 形式 定理 和 形式 证 明 的 概念 
推广 为 有 一 定 前 提 的 形式 定理 和 形式 证 明 . 

定义 34.1 (形式 定理 ) A 是 以 工 为 前 提 的 形式 定理 , 记 作 

ГРА 
M 8 (CM, A И, T 中 合式 公式 ,和 形式 推理 规则 生成 ， 
即 A 是 形式 公理 ， 或 是 工 中 的 合式 公式 ， 或 是 由 已 经 生成 的 以 工 
为 前 提 的 形式 定理 经 应 用 形式 推理 规则 而 得 (但 规定 , 当 应 用 普遍 
化 规则 时 ,使 它 普 遍 化 的 个 体 词 不 在 王 中 出 现 ). 

在 生成 以 工 为 前 提 的 形式 定理 A 的 过 程 中 , 我 们 得 到 一 系列 
的 以 I 为 前 提 的 形式 定理 А, ………， An REDAC = 1)“. а) 
是 形式 公理 或 在 中 或 是 由 在 它 之 前 已 经 生成 的 以 工 为 前 提 的 形 
式 定理 经 应 用 推理 规则 而 得 ,并 且 A, 就 是 A， 这 个 序列 称 为 以 工 
为 前 提 的 A 的 形式 证 明 . 

@1 [1] [P]: А (В -» С), А =» В, А |— С 

[2] [F]: VxLA(x) ^ B(x)], VxA(x) |— YxB(x} 

证 [ (1) А (8-С) 前 提 


(2 AB 同上 
(3) А HE 
G) B>C (1)(3)[—] 
6G) B (2)(3)[—] 
(6 C (4)(5)[—>] 


证 [2] 
(1) ух[А(х) > B(x)] 前 提 
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Q) VXL4(X) -> B(x)] 一 


*A(2) > B(a) (V) Rt a RE (1) У 
(3) Ala) 一 B(a) MI>] 
(4) МхА(х) 一 A(a) (Y) 
(5) VxAG@) 前 提 
(6) AG) (4)(5)[—] 
(7) Bla) (3)X6)[—] 
(8) VxB(x) . (7)IV) 


3EX 34.1. 包括 工 是 空 序列 的 情形 。 当 工 是 空 序列 时 ,定义 
34.1 中 定义 的 形式 定理 就 是 $ 30 中 所 定义 的 形式 定理 ( 见 定 义 
30. 1)。 因 此 有 下 面 的 定理 。 

定理 34.1 + A, 当 且 仅 当 , 由 FA, I 

在 数理 逻辑 文献 中 称 为 演绎 定理 的 是 重 言 式 系统 中 的 下 面 的 
定理 ; 

Au I, A F B, ГРАВ, 
有 了 演绎 定理 ,可 以 使 得 重 言 式 系统 中 的 形式 证 明 大 为 简化 。 
例 1( 续 ) 在 定理 30. 1 的 证 明 中 ,证 
[P]; F A —> (B— C). — «(А > B) > (A — C) 
是 经 过 相当 多 的 步骤 的 。 如 果 有 了 演绎 定理 , 则 在 [P] 中 可 由 [1] 
依次 得 到 下 面 的 
A--(B—C),A—BF A—C 
А (В >С) к (A— B) (А — C) 
БА (В C). — «(A B) —(A— C) 
这 样 的 证 明显 然 简单 得 多 ， 又 如 ,根据 演绎 定理 可 以 通过 [2] 证 明 
[F]: F Vx[ AG) — B(x)] > aVxA(x) — VxB(x) 
这 也 可 以 比 定 理 33. 4 中 的 证 时 更 为 简单 。 

ИЗЛЕ ЕЕ ҮЛ ДЕНЕ 34. 5, 它 是 说明 自然 推理 系统 和 重 言 式 
系统 之 间 的 关系 的 , 而 演绎 定理 是 它 的 一 个 特殊 情形 。 我 们 先 证 
有 明 几 个 引 理 作为 准备 . 

引 理 34.2 Zu L A, 则 — A, 
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证 RORE MIF] 作为 例子 ，[F'] 的 形式 公理 有 (一 1)， 
C >; (=), (M), (H), (с), (ч), (Vo); (00,0) 共 十 条 , 它们 
都 很 容易 证 明 是 中 的 重 言 式 . [F'] 的 推理 规则 是 [一 ] 和 [Y] 两 
#. 显然, 如 果 A 一 B 和 A 都 是 重 言 式 , 则 由 它们 经 应 用 [一 ] 而 
得 到 的 B 也 是 重 言 式 ; 如 果 A(a) 是 重 言 式 , 则 由 它 经 应 用 [Y] 而 
得 到 的 YxA(x) 也 是 重 言 式 。 因 此 , JL [F'] 中 的 形式 定理 都 是 F' 
中 的 重 言 式 ，|| | 

引 理 34.3 ART FA. II T — A. 

证 IDR FC (Е) XVI. ЖГ t A, 就 有 以 工 为 前 提 
的 A 的 形式 证 明 A;,*…*, An, 如果 能 证 明 
(1) Е: Г — A, (k=l, n) 
那么 就 证 明了 引 理 34. 3.〈1) 的 证 明 用 归纳 法 , 施 归 纳 于 大 

基 始 : k= 1. А. (Е 中 的 公理 或 者 在 工 中 .由 引 理 34, 2 
fi (е) 可 得 (1). 

归纳 : 设 对 于 1,… 关 一 1 一 2，……2)，(1) 已 经 成 立 . 如 
E A Ji III) 中 的 公理 或 者 在 中, 则 像 在 基 始 中 证 明 的 那样 ,17 
是 成 立 的 。 此 外 , A, 可 以 是 经 应 用 [-] 或 [V ] 而 得 . 如 果 A 是 
经 应 用 [一 ] 而 得 ,就 有 Ai， AG <k, i< k) В Ai 一 А, > Ar. 
由 归纳 假设 ， 有 工 — А, А. 由 此 经 应 用 (->-) MC), 51786 
(1). 

如 果 A, 是 经 应 用 [V] 而 得 ,就 有 Ai = Ai(a)(i < k), а 不 在 
工 中 出 现 , 使 得 A = УхА (х). BARBE AT 上 Аа). H 
此 经 应 用 Сул), 可 得 (1). 
由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 《1)。 || 

引 理 34.4 WRT | 一 А, WT tA 

证 我 们 仍 以 下 和 [F'] 为 例 ， 根 据 定理 19.6,F' 55 Fo 等 价 。 
因此 ,如 果 能 证 明 
(D Е: Г — A= IF']:T F A 
那么 就 证 明了 引 理 34. 4。《1) 的 证 明 是 施 归纳 于 Fb 中 形式 推理 
关系 的 结构 。 
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F 的 推理 规则 有 CC), (сл), L->- ).,C->+),IV-1.CVI-),II-I. 

CI) 共 八条 ,我 们 逐一 给 以 证 明 , 

XT (OO, 我 们 要 证 明 的 是 
[F']: Ait, A, F 4, G = 1,--", п) 

这 是 显然 成 立 的 . 

下 面 我 们 先 作 关于 蕴涵 词 的 推理 规则 [一 -] 和 (一 +) 的 证 明 ， 

关于 [一 -], 要 证 明 的 是 

(2) [FT F A—B, LL; A—T F B 

RET ABAT F А, 就 有 以 工 为 前 提 的 A 一 B 的 形式 证 

BE Cis + - +C ( 即 A 一 B) 和 A 的 形式 证 明 Di, · - , D; (ВВА). 于 

是 ,序列 Cც +++, Су, Dis +++, Dis B 就 是 以 工 为 前 提 的 了 B 的 形式 

证 明 , 因 此 (2) 1, 

关于 (一 +), 所 要 证 明 的 是 

(з) [F']: T, A F B=T F A—B 

81 IL, A + B, # T, A 为 前 提 的 3 的 形式 证 明 

(4) Bi……，B。( 即 B) 

构造 序列 

(5) А В, c, A —> B, (ВА — p) 

下 面 我 们 要 证 明 : 可 以 在 (5) 中 添 进 一 些 合式 公式 ， 使 得 经 过 深 

加 而 得 到 的 新 序列 有 以 下 的 性 质 : 

(6) 新 序列 的 由 第 一 个 合式 公式 起 到 А -> 8, (k = 1, 55, n) 
止 的 子 序列 , 构成 Е 中 的 以 工 为 前 提 的 A — B, 的 形式 
证 明 . 

(6) 的 证 明 是 施 归 纳 于 不 . 

基 始 : #=1, (4) 中 的 Bi 或 者 是 [F'] 中 的 公理 , 或 者 在 TT 

中 ,或 者 是 A， 如 果 Bl 是 形式 公理 或 者 在 了 中 , 则 在 (5) 中 A 一 B， 

BEHR 

B, В.» (А — B) 
两 个 合式 公式 后 , (6) 是 显然 成 立 的 . 如 果 B EA, ША В, 
ЖАА, Ж, ИЕС) B A — В, БП A — A 80262 95 26 
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А-> (A— A)* — *A— A, A— (A— A) 
两 个 合式 公式 而 使 得 (6) mir. 这 就 证 明了 基 始 的 部 分 ， 

归纳 AHF b.e. — 1(# < n), fr (6) 已 经 成 立 . 这 
В, (HHE B, 可 以 是 F] 中 的 形式 公理 ， 或 者 在 工 中 ,或 者 是 
А, 或 者 还 有 其 它 的 两 种 情形 。 如 果 是 前 面 的 三 种 情形 , 则 在 (5) 
中 添 进 合式 公式 的 方法 与 上 面 基 始 中 所 说 的 情形 相同 。 对 于 另外 
两 种 情形 ,我们 继续 说 明 如 下 。 

第 一 种 情形 ,Bi 是 经 过 使 用 [一 ] 而 得 ， 即 在 《4) 中 有 B 
BiG j < p. 818 B, = Bi –> Bi， 由 归纳 假设 ,可 以 在 (5) 中 添 进 
合式 公式 ,使 得 ,在 添加 之 后 由 第 一 个 合式 公式 起 ,到 A— Br- IL 
所 构成 的 子 序列 


(7) Ci Co A Bea 
是 以 工 为 前 提 的 A 一 Br- 的 形式 证 明 ， 
令 序列 A 是 形式 定理 


A — (B, В,)« — «(А B) > (A > B,) 
的 形式 证 明 ， 在 (5) 中 , 在 A 一 B T А — B, [ЖЕН 
序列 
A, (A В) ^ (A— Bi) 

我 们 来 看 (5) 中 经 过 添加 之 后 由 第 一 个 合式 公式 起 ,到 4 — 8, IL 
所 构成 的 子 序列 
(8) CCnA 一 Bt-bA, (А Э В,) > (A > B), А > Ву 
由 于 在 (7) pE A — B; (А — (В; — 80) А — B; XX PS Gr 
式 公式 ,并 且 〈7) 的 下 面 的 两 个 子 序列 

Су, 7:7, A > B; 

С, 7 AB; 
就 分 别 是 以 工 为 前 提 的 关于 这 两 个 合式 公式 的 形式 证 明 , 所 以 
(8) 是 以 工 为 前 提 的 A — B, 的 形式 证 明 , 因 此 (6) 成立. 

第 二 种 情形 ,Bi 是 经 过 使 用 [Y] 而 得 , 即 在 (4) 中 有 Bj 一 Bi(a) 

G — к), Ea RET AAHH, 并且 В, = YxBi(x)。 由 归纳 
Riz, 我 们 已 经 有 上 面 的 (7), 它 是 以 为 前 提 的 A — B 的 形 
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式 证 明 , dE (5) t JE A — Bua fü A — B, Z 8), ES uË 
Vx[ A — В,(х)], Vx[ A — B(x)] > «А > By 
两 个 合式 公式 ， 其 中 第 二 个 合式 公式 就 是 Yx[A 一 BG)] 一， 
A> УхВ (х). 我 们 再 来 看 《5) 中 经 过 添加 之 后 由 第 一 个 合式 公 
式 起 ,到 A — B4 止 所 构成 的 子 序列 
(9) €i, Cas A > Bias, VxL A — 8,601, 
Vx[A — Bj(3)] > *A— 8ც A— B, 
由 于 在 (7) 中 有 A 一 В,(а), 不 在 荆 和 A 中 出 现 ， 并 且 (7) 的 子 
序列 
Cy, А > Ва) 
是 以 工 为 前 提 的 A — Ву (а) 的 形式 证 明 , 所 以 (9) 是 以 工 为 前 提 
წ) A — B, 的 形式 证 明 , 因 此 (6) 成 立 ， 这 样 就 完成 了 关于 (6) 的 
归纳 证 明 中 的 归纳 的 部 分 . 
由 以 上 的 基 始 和 归纳 , 就 证 明了 (6)， 由 (6) 可 得 
TFA-B, (k=1,..., n) 
由 此 就 得 到 (3), 于 是 证 完了 关于 (一 ;) 的 部 分 。 
下 面 继续 证 《1). 
关于 (一 ), 要 证 明 的 是 
(10) Г, ПА Е В; Г, ПА К BSI F A ` 
НГ, ПА + BAIT, “ 14 F “)8, RE (3) 可 得 TH A 一 B 和 
Ir A 一 18, 于 是 有 以 工 为 前 提 的 TA 一 B 的 形式 证 明 
€, +++, С, (D TIA — B) 
和 A — B 的 形式 证 明 
Dis +*+, D; (BI TIA — <8) 
令 A 是 形式 定理 
TA — Be — (TA — 7B) > А 
的 形式 证 明 . 那么 ,序列 
€, +++ €, Dis ++, D, А, (TA > 58) ->A,A 
就 是 以 工 为 前 提 的 A 的 形式 证 明 , 这 就 证 明了 (10).。 
关于 [Y-], 要 证 肯 
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(11) Г F VxA(X) = T А(а) 
在 使 得 了 F VxA(x) 成 立 的 形式 证 明 后 面 加 上 
VxA(x) — А(а), А(а) 
两 个 合式 公式 ， 就 得 到 使 得 T + А(а) 成 立 的 形式 证 明 ， 因 此 有 
(11). 
关于 〈Y+), 要 证 明 的 是 
(12) I F A(a) Ga 不 在 工 中 出 现 ) — T 上 VxA(x) 
由 于 a 不 在 工 中 出 现 ， 所 以 在 使 得 T AG) 成 立 的 形式 证 明 后 
面 加 上 公式 МХА (х), 8795 (CI Г к VxA(x) 成 立 的 形式 证 明 ， 
因此 (12) 成立， 
关于 [L], 要 证 明 的 是 
(13) LL A(3), Г b a=b => Гк A(b) 
ЕГ F AQ) RIT. Р amb 成 立 的 两 个 形式 证 明 并 列 起 来 ,并 
在 后 面 加 上 以 下 三 个 合式 公式 : 
a=b 一 =#(2) — A(b), А(а) — A(b), A(b) 
就 得 到 使 得 王 к AC) 成 立 的 形式 证 明 , 因此 (13) 成 立 。 
关于 (Ly), 所 要 证 明 的 是  a 一 a, 这 就 是 (12. 
这 样 就 完成 了 (DD 的 证 明 ， || 
由 引 理 34. 3 和 引 理 34. 4 就 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 34.5 I AYER T F A. | 
根据 定理 34.5, 对 应 于 自然 推理 系统 中 的 蕴涵 词 引 人 人 律 
C ,在 重 言 式 系 统 中 就 有 
IT,AHB—>THtA—B 
这 就 是 演 经 定理. 
在 定理 34.5 中 令 工 是 空 序列 ,就 得 到 重 言 式 定理 ， 
定理 34.6( 重 言 式 定理 ) F A, 当 且 仅 当 , F A. [| 
重 言 式 定理 说 明 各 个 还 辑 演算 的 自然 推理 系统 中 的 重 言 式 的 
集合 和 相应 的 重 言 式 系统 中 的 形式 定理 的 集合 是 相等 的 ， 
根据 定理 34.5 和 重 言 式 定理 34.6 可 以 知道 ,第 二 章 中 所 讨论 
的 逻辑 演算 的 各 个 系统 特征 ,如 等 值 公式 的 可 替换 性 , 代 人 定理 和 
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范式 定理 等 , 重 言 式 系统 也 都 是 具备 的 。 这 方面 的 内 容 不 再 一 一 

年 言 式 系统 的 代 人 定理 陈述 如 下 (参看 $ 23): 

个 体 词 代 人 定理 如 果 上 Ala), HJ F Ab). 

约束 变 元 将 换 定理 AUR F A, 而 B 是 出 A 经 替换 约束 变 元 
而 得 , 则 r В, . 

命题 词 代 人 定理 如 果 + A, HJ F 6541. 

谓词 代 人 定理 如 果 кА,Д к SAJ 

函数 词 代 入 定理 如 果 上 A, HJ F 6(41, 

如 果 把 代入 定理 作为 形式 推理 规则 加 进 重 言 式 系统 ， 并 且 加 
进 命题 词 ,就 可 以 把 原来 的 形式 公理 模式 改 为 单独 的 形式 公理 ,这 
和 $ 23 中 关于 自然 推理 系统 所 讲 的 情况 是 相同 的 。 RIIA (Е) 
为 例 来 说 明 这 个 问题 。 

[FF] 有 以 下 十 个 形式 公理 模式 和 两 条 形式 推理 规则 : 

(>) FA 一 (B 一 A) 

(>) РА = (А В)" -» «А» В 

(9) БА В .(B—C)— (А — С) 

(M) + (A— пв) э (В ^A) 

(H) + TA— (А В) 

(C) F (A> ПА) —Br — «(А В) В 

(V) F МхА(х) 一 А(а) 

(V) + VX[A— В(х)] > «А —> VxB(x) 

G) F aza 

Go) F аЬ * A2) — A(b) 


[^] 由 A 一 B 和 A 推出 B 


[У] h AG) 推出 YxA(x) 
为 了 构造 [F] 的 有 穷 系 统 , RUZE IF] 中 增加 命题 词 ,使 
ZRH [E], 它 的 形式 公理 模式 和 形式 推理 规则 与 [F'] 的 相同 。 
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然后 把 上 述 形 式 公 理 模 式 改 为 以 下 的 单独 的 形式 公理 : 

F p 一 《q 一 p) 

F pP 一 (p 一 qg) 一 "p 一 q 

F pb 一 d *(а—>г)-> (p— r) 

к (p> 79) > (q p) 

L пр (р 4) 

F (po Tp) >qs — «(р 9) —q 

L VxF(x) — F(a) 

F Vx[p — F(x)] — *p > VxF(x) 

F аа 

F amb — F(a) > F(b) 
其 中 的 p,q， r, as b, x, 上 是 任意 选择 的 特定 的 命题 词 , 个 体 词 , 约 
束 变 元 和 谓词 。 推 理 规则 除 原 有 的 [181 ГУ] 两 条 外 ,再 加 进 个 
体 词 代 人 规则 ( 即 个 体 词 代 人 定理 ,约束 变 元 替换 规则 ( 即 约束 变 
元 替换 定理 ), 命 题词 代 人 规则 ( 即 命题 词 代 人 定理 ) 以 及 谓词 代 人 
规则 ( 即 谓词 代入 定理 )，、 因 为 在 [Fr'] 中 没有 函数 词 , 故 不 需要 加 
进 函数 词 代入 规 则 ， 这 样 改变 后 的 系统 与 原来 的 系统 是 等 价 的 ， 
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第 四 章 ”可靠 性 和 完备 性 ?) 


构造 逻辑 演算 是 为 了 通过 研究 其 中 的 形式 推理 以 研究 非 形式 
的 演绎 推理 .因此 ,我 们 一 方面 要 求 ,凡是 形式 推理 所 反映 的 前 提 
与 结论 之 间 的 关系 ,在 演绎 推理 中 应 当 都 是 成 立 的 (这 是 形式 推理 
的 可 靠 性 , 即 形式 推理 与 演绎 推理 是 一 致 的 ,形式 推理 可 靠 地 反映 
了 演绎 推理 , 它 没有 超出 后 者 的 范围 ); 另 一 方面 我 们 要 求 , 凡 是 在 
该 绎 推理 中 成 立 的 前 提 与 结论 之 间 的 关系 ， 形 式 推 理应 当 都 能 反 
V Gk RE SE RISE A kE , 即 形式 推理 在 反映 演绎 推理 时 并 无 遗 
RD. 

ЖЖЖ Ж УНА: (840); ЕЗИ {ЕЛЕ 2:05 ЖЕНЕ 
定义 合式 公式 的 恒 真 性 (也 称 为 有 效 性 ) 和 可 真性 (也 称 为 可 满足 
性 ) 以 及 逻辑 推论 的 概念 ,并 且说 明 什 么 是 形式 推理 的 可 靠 性 和 完 ， 
&% (8541); 然后 证 明 可 靠 性 定理 《$ 42) 和 完备 性 定理 ($ 43 一 
$ 46)， 以 及 有 关 的 紧 致 性 定理 和 勤 文海 姆 -斯 柯 伦 定理 ($ 47). 
本 章 在 最 后 还 要 研究 自然 推理 系统 中 形式 推理 规则 的 独立 性 和 重 
定式 系统 中 形式 公理 和 推理 规则 的 独立 性 问题 (§ 48). 
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我 们 在 绪论 (501 和 § 02) 中 讲 过 给 逻辑 演算 中 的 形式 符 号 
和 合式 公式 以 解释 的 问题 . 经 过 解释 ,合式 公式 成 为 命题 ,本章 所 
要 讲 的 峰值 就 是 绪论 中 讲 过 的 解释 ?。 当 把 合式 公式 解释 为 真 命 
1) 也 称 为 “完全 性 ”。 本 书 上 中 的 训 和 § 22 中 的 "完全 性 ”应 改 为 “完备 性 ”. 
2) 在 水 书 中 ，“ 解 释 "和 “ 南 值 ?是 同一 个 概念 的 两 个 不 同 的 名 称 .“ 解 释 ? 是 逻辑 学 
名 词 ， 用 于 符号 和 公式 ;赋值 * 则 是 数学 名 词 ， 可 以 用 于 符号 和 公式 ,也 可 以 用 
于 其 他 的 数学 对 象 . 我 们 在 本 章 中 要 给 出 这 个 概念 的 数学 定义 , 故 在 这 里 用 “由 
值 ”, 而 在 结论 中 用 " 解 夭 ”。 
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题 时 ,我们 说 赋 以 真 值 ; 当 解 释 为 假 命题 时 , ВИПИВ. A 
合式 公式 以 赋值 ,就 是 赋 以 真 值 或 假 值 。 

赋值 总 是 在 一 个 不 空 的 个 体 域 中 进行 的 . 

我 们 还 讲 过 命题 词 ,个 体 词 ,函数 词 * 和 谓词 统称 为 指 词 , 因 为 
当 给 以 解释 时 ,它们 都 是 有 所 指称 的 . 

在 本 节 中 我 们 要 给 出 “赋值 "的 数学 定义 .为 此 ， 先 要 作 一 些 
直观 的 说 明和 规定 。 

我 们 兽 令 英 文 斜体 大 写字 母 A, B 等 表示 任意 的 命题 ,又 表示 
任意 的 属性 或 关系 。 给 定 不 空 的 个 体 域 $， 设 m, -…，, თ, E s th 
的 元 素 ,4 是 S 中 元 崇 之 间 的 ”元 关系 。 WA, Alas s a) 是 
一 个 命题 , 它 说 as a, 之 闻 有 4 关系 ， 因 此 ,我 们 令 4 既 表示 

命题 ,又 表示 关系 ， 


我 们 自然 可 以 令 
t WR Alass თ.) 是 真 命题 

D 4s) ml Zm 

WV norton ERREARI S 中 元 为 值 的 变 元 ,4 是 5 中 
元 之 间 的 # 元 关系 ,我 们 说 过 ( 见 $ 15), 4《x1,………,x。) 不 是 命题 
而 是 命题 函数 。 H ro e. z, HOS 中 元 为 值 时 ， 根 据 1)， 命 题 
函数 Alx1, ыа; хь) 的 值 就 确定 为 е Р, 二 者 必 居 其 一 这 样 ， 
AG tt, xs) 是 一 个 以 3 CS 的 二 次 笛 卡 儿 乘 积 ) 为 定义 域 ， 以 
it, II 为 值 域 的 了 元 函数 , 它 称 为 3 中 的 (n T) 命题 函数 ， 

命题 通 数 ,同一 般 的 函数 一 样 ， 可 以 是 零 元 的 , 这 就 是 值 域 中 
的 常 元 ， 因 此 , 零 元 的 命题 函数 只 有 了 两 个 , 即 t 和 f， 这 一 点 可 以 
像 下 面 这 样 来 加 以 说 明 ， 设 Aala tta z.) 是 5 中 的 4 元 命题 
通 数 , 又 令 


А.(о х.) == Aala: ts Жл-1› a) 


Anata х.) = 4,1005 `, дарэ а) 


4x) = dis хр а) 
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Aia) = A, თ) 
А = А (а) 
其 中 的 “是 S 中 的 元 ,那么 4,-1， 4-б Ars Ay 4 分 别 是 5 
中 的 # 一 1 元 , # 一 2 元 ,…',2 元, 1 元 ,0 元 的 命题 苞 数 ,而 4 就 
1519 f. 
下 面 我 们 要 作 一 些 使 用 符号 的 规定 。 给 定 不 空 的 个 体 域 9。 
我 们 以 希腊 文 小 写字 母 (或 加 下 添 标 ) 
а, 8, Y> Qis bis Yi G-1,2, 3，…) 
表示 S 中 的 任意 的 元 ， 以 英文 斜体 小 写字 母 ( 或 加 下 应 标 ) 
Xs Ys Zs Xis yo ж G = 1,2,3,-+°) 
表示 以 S 中 元 为 变 域 的 变 元 ， 令 德 文 花 体 小 写字 母 u 表示 不 属于 
§ 的 元 。 以 英文 斜体 小 写字 母 (或 加 下 添 标 ) 
f> g» As ho gi» G = 1,2, 3...) 
表示 任意 的 由 (SU u” CRESU {uj 的 a REFILER SU (u) 
的 ”元 函数 (ი > 0), 49, 29 „+++, თ, 中 有 u 出 现时 ， 恒 有 
Ка» з, a.) =u, 当 需 要 指明 是 ”元 函数 时 ,可 以 在 右上 角 写 
上 2 例如 他， 又 以 英文 斜体 大 写字 母 (或 加 下 添 标 》 
F,G,H, F, G H; G = 1,2,3,...) 
表示 任意 的 SU (u) Ф ос Ж (п > 0), 使 得 , 当 თ,“ ··, 
o, 中 有 4 出 现时 , 恒 有 Flans а,) = 1， 当 和 需要 指明 是 n 元 命 
题 函数 时 ,可 以 在 右上 角 写 上 z, წი F°. 
我 们 还 特别 以 英文 斜体 大 写字 母 
I 
表示 SU fu} 中 的 这 样 一 个 二 元 命题 函数 ,使 得 , 1(a,8) = t, R. 
仅 当 , a = 8 并且 а, p RET 5. 
我 们 还 以 英文 斜体 大 写字 和 母 (或 加 下 添 标 》 
A, B, C, An Bi, Ci(i=1,2,3,...) 
表示 任意 的 SU (uy 中 的 命题 函数 . 
и 是 表示 无 定义 的 . Ша, а, € 5 而 1 在 Cam，…, თ.) E 
定义 即 {Car 5 052 无 定义 时 ,我 们 令 
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2) Ка» oo) 一 上 

因此 ,如 果 有 ms. ae S, 使 得 2) 成 立 , 则 了 是 3 中 的 偏 函数 . 
ац, … G, 中 有 4 时 , 2) 总 是 成 立 的 , 这 时 我 们 也 说 /(თ ---, 
а,) 无 定义 。 

如 果 f 是 8 中 的 全 函数， 则 对 于 任何 @,.…, „єз, BUR 
Ха» * *-,a,) € 5, 因 而 2) 恒 不 成 立 ， 因 此 5 中 的 ”元 全 函数 了 是 
由 5" 到 5 的 函数 ,与 4 无 关 . 

由 此 可 见 , 上 面 的 f, თ, h 等 可 以 是 $ 中 的 全 函数 或 者 是 偏 了 
Ж. 

定义 40.1( 拟 逻辑 词 给 定 不 空 的 个 体 域 5， 下面 将 定义 的 

~, ^y v omms) 
MOS 3E MIB. 

элә m ED {t, 和 为 定义 域 和 值 域 的 函数 ,其 中 的 ~ 
是 一 元 函数 ,其 余 四 个 都 是 二 元 函数 ,定义 如 下 。 

[1] ~t=f 


[2] e эша 
[3] uve – 
[4] zi ex umet 
[5] რ.-ს аы 


《x》s #0 (әх), 是 两 个 算 子 ， 设 AGO 是 S 中 的 任何 一 元 命题 
函数 , 则 《x)s4(x) 和 《2x)s4(x) 都 是 命题 ,定义 如 下 。 
_ IL 如 果 所 有 a€5,4(a) = t 
161 («40 = ს zn 
К t 如 果 存 在 a€5, 4(თ) = t 
7 2X», 一 
17] (4G) ს ოი 
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设 Alro ron). 是 SS 中 的 ”元 命题 函数 (n > 1), RU 
GisAQn, ind x4) 和 (29,)§4(#,' “ვ x4) 分 别 是 3 中 的 = 一 1 
元 命题 函数 Alr tto Xis Жз, "tto Xa) FA Atis ly 
жасо) (= 1 п) ა-<-–-<>>>_-_-____–___- 
а, 是 5S 中 的 任何 元 素 , 那么 


Ala ** "ვ Ri pot» an) 


= (хуз Alas ++, djis Xis Oiti 111» 4) 
ú f 如 果 所 有 B 65, (орсо раног ttm.) = t 
f 否则 
Aio; ° s C,–Iა Opt * * 5 an) 
== әх); ა @;—1> Xjs Got * 5 an) 
_ L WREE BES, А(оз "залат An) = t 
1 否则 
此 外 ,我 们 令 
(n Ў, "xs)s PI КЕЗШ * nos 
(on. М хл) სდა a2) დ (ox, os 
3E X 40.2 (RE) 给 定 不 空 的 个 体 域 8。 以 所 有 的 指 词 ,项 
形式 ， 和 命题 形式 所 构成 的 集 为 定义 域 的 函数 9 ЯК 5080 8MC 
函数 , 简称 为 S 中 的 赋值 , 如 果 它 满足 以 下 的 条 件 [1] 一 [3]: 
[1] 指 词 
G) e(pe(t f} 


(2) ф(а)=« 

G) eE) = p hR РАР (包括 它 的 子 系统 》 
中 的 水 数 词 时 ,是 5 中 的 全 函数 

(4) Ф(Е") = F* 

(5) e(D21I 

[2] 项 形式 

(1) ф(х) = ғ + 

(2) ea tts 2) = [Ср(а1) c Ф(а,)), ЖЕ 
f = Ф(0) 
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[31 命题 形式 
` (1) eC, s 2) = Е(ф(а)› 7 Ф(а,)), Ж 
F = Ф(Е) 
Q) pA) = ~Ф(А) 
(3) Ф(АЛВ) = e(A) ^o (B) 
(4) e(AVB) = e(A) ve(B) 
(5) Ф(А В) = თ(#)–-თ(8) 
(6) p(A—B) = Ф(А)-~Ф(В) 
(7) Ф(УхА(х)) = (х): Ale), 其 中 的 4 = e(A) 
(8) Ф(ЭхА(х)) = (әх): 4 GO, 其 中 的 4 二 lA) 
RMA t 9% 14 თი РАНИЯ. № p(a) = а, Ф(Р) = f, 
Ф(Е) = Е, Ф(А) = 4,11 а, fs Fs A 239] დ а, 6 F, 
A 所 赋 的 值 。T 是 『 给 工 所 赋 的 值 . 
定义 40.2 的 [3](7) 和 (8) 中 的 
А = Ф(А) 
需要 加 以 说 明 。 设 其 中 的 AG) 是 一 元 命题 形式 
AG) => GG, b, х) ЛЭуН(х, у) 
x 是 其 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 ; X 4 p(a) = თ, p) = В, 
e(G) = G, e(H) = HH， 那 么 ,根据 定义 402, 
Ф(А(х)) = Ф(С(а, b, х) A3yH(x, у)) 
= Ф(С(а, b, х))^Ф(ЗуН(х, у)) 
= С(а, В, х) (әу): H(x, у) 
这 是 一 个 S 中 的 一 元 命题 函数 , 它 可 以 表示 为 4(*), 就 是 说 ,可 以 
令 
ACE) = С(а, B, x) - Co»)H(x, y) 
其 中 的 4 是 S$ 中 个 体 的 一 个 性 质 。 因 此 , AGO 可 以 被 看 作 相当 于 
由 某 个 一 元 谓词 F 构成 的 一 元 原子 命题 形式 FG). EA RRT 
一 元 谓词 F。 这 样 ,p(A) = 4 就 相当 于 定义 40.2 中 的 p(F) = 
Е, 


n 1 


又 例如 令 A(x, y) 是 二 元 命题 形式 : 
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A(x, y) = G(a, b, x) VBzH(y; 2) 
x 和 ?是 其 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 ; 2 9 АЕ ААИ 
45, WA 
Ф(А(х,у)) = Ф(С(а, b, x) V 3zH(y, 2)) 
= Gla, f, x)v Cox ),H(ys 2) 
这 是 $ 中 的 二 元 命题 函数 , 它 可 以 表示 为 4(x，y)， 就 是 说 , 可 以 
+ 


AG y) = С(а, მ, x) v Cox) HC, ғ) 

其 中 的 4 是 S 中 的 一 个 二 元 关系 。 因 此 ,A(x, y) 可 以 被 看 作 相当 
于 由 某 个 二 元 谓词 F 构成 的 二 元 原子 命题 形式 F(x, y), 而 A 就 相 
当 于 二 元 谓词 F. 这 样 , p(A) 一 4 也 就 相当 于 p(F) = F. 

一 般 地 , 当 A(x1,"…， xn) 是 = 元 命题 形式 时 ,情况 是 类 似 的 ， 
AG" xa) 可 以 被 看 作 相当 于 由 某 个 = 元 谓词 F 构成 的 元 原 
子 命题 形式 FOos 755 x) 而 A 就 相当 于 ”元 谓词 F。 这 时, 如 
果 令 p(A) = 4, 那么 根据 定义 40.2 中 的 [2] CD) 和 [3] (1), 可 
得 

PACx1 “ა Xი)) = AQ х.) 

其 中 的 4 是 5 中 的 一 个 ”元 关系 ， 

定义 40.2 中 的 赋值 是 针对 Fo 70 Fe"! 以 及 它们 的 子 系统 的 ， 
有 些 逻 辑 演算 有 定义 40.2 中 所 没有 的 符号 ,例如 PP 中 有 XI 中 
有 | 等 ， 我 们 可 以 令 

Ф) =f 
Ф(А|В) = ^Co(A) ^ e(B) 

上 面 第 一 个 等 式 中 等 号 左 方 的 f 是 L 中 的 命题 常 元 ， 右 方 的 f 则 
是 假 值 ， 这 样 就 可 以 作出 关于 XI 70 XI 中 的 赋值 的 定义 ， 

对 于 命题 逻辑 来 说 “赋值 ”定义 中 的 不 空 个 体 域 S 是 用 不 到 
的 ,因为 命题 逻辑 中 没有 个 体 词 。 所 以 , 对 于 命题 逻辑 , 我们 只 说 
9 和 是 赋值 而 不 说 是 S 中 的 赋值 ， 

设 p 是 不 空 个 体 域 5 中 的 赋值 ,sa 和 二 分别 是 F? ”和 FP 中 
的 元 项 形式 , A 和 B 分 别 是 F° 和 Re" 中 的 = 元 命题 形式 ， 根 
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据 定义 402, 0(a) 是 由 8" 到 S 的 = 元 函数 , o (2) Ж (SU QU" 
到 SU(n) 的 = 元 函数 ，p(A) E S 中 的 ”元 命题 函数 ，w(B) 是 
SUfuj 中 的 » 元 命题 函数 ， 

定理 40.1 任何 不 空 个 体 域 5 中 的 赋值 ?和 合式 公式 A， 
Ф(А) € ft, n. I 

定理 40.2 ”任何 不 空 个 体 域 S 中 的 赋值 和 თ, (649 AUR: 
Ф ФАРРА 中指 词 都 赋 以 相同 的 值 , 则 p(A) = Ф(А). II 

定理 40.3 ”给 定 任何 A 和 有 相同 基数 的 不 空 个 体 域 S 和 。 
对 于 5 中 的 任何 赋值 p, 有 8 中 的 赋值 w' ,使 得 CC4) = ФА). | 

定理 40.3 说 明 , 赋值 中 的 个 体 域 只 与 它 的 基数 有 关 ， 与 它 有 
怎样 的 元 是 无 关 的 ， 

例 1 ЖА = ресе «(9 г) > (pVa >r), EEG 
赋值 , 则 恒 有 დ(ტ) =+. 如果 ф(А) = t, W 

Ф(А) = Le(p el)le Lea) 9(21— 
[Ф(р) v e(g)—e(001] = Í 


于 是 有 

(1 თ(ი)--დ(L) = t 
(2) e(Q—e(0 = t 
(3) plp)Y pq) = t 
(4) ф(т) = 


н (3), ep) 和 gplq) PAA 1,5%, X8 (4),(1) 和 M 不 能 都 
成 立 , 于 是 得 出 矛盾 , 故 e(A) = t. 
例 2 ЖА = Vx3yF(x, y) 一 3yYxF(x， y) N 是 自然 数 集 ?， 

9 和 დ; RENDRIÉ, pE) = Р, e(F) = Fu #8 8. ЕА x, 
y€ N, 

Е(х, y), SRI my 

Fi(x, y); HHR, х < y 
那么 显然 有 


1) 今后 我 们 总 是 令 叉 是 记 有 自然 数 构成 的 集 。 
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Ф(А) = G)sCoY)sF(x, yy bx Fx у) = t 

Ф(А) 一 (хук Cay nF (=, у) (әу) (х)хЕ (х,у) =f 
ES Goose Fr, у), GXNGOsFG у), Gy YN FiG у) 
的 值 都 是 t 而 {гУ)убх)у F (ху) 的 值 是 f. 

例 3 1 A-—F(f(g(a; Ь))), pg 是 NN 赋值 , p (a) = 2, 
Plb) = 3, «(D = f, თ(8) = g, pF) = F, 其 中 了 是 一 元 函数 ， 
使 得 

5 如 果 “ 是 奇数 
КӘ 一 [xx жщ 
8 是 二 元 函数 ,使 得 §Cთ, B) = o^, F 是 一 元 命题 函数 , 使 得 ， 
Е(а) 一 + 当日 仅 当 是 素数 . 这样， 
Ф(Кг(а, Ь))) = IC§C(თC2),; თCხ))) 
= I(6(2; 3) = /(8) = u 
因此 p(A) = FQ) = f, 25 pG) = 3, Ф(Ь) = 2, W olea 
Ь))) = 5， 因 而 e(A) = FG) = t. 


3 题 
40.1 证 明 , 任 何 赋值 ,对 于 以 下 各 合式 公式 4, 都 有 Ф(А) = t (注意 
名 个 A УЖА): 
[1] A = (B23C)—B, »—»(B—B,)—8B, 
[2] А = (B2C)—8,»—s(B,—B)—(C,—B) 
[3] A = B—*C—BAC 
[4] A = 8BVC<->(B 一 C) 一 C 
[5] #4=(8,<>C,)/C8,<-–>C,)–>(8, AB, C, AC,) 


[6] A= Be(C—-B,)——B»8, 

[7] A-Vvxh(x)—C«e3x[B(x)C] 

[8] A-sxB(x)Cevx[B(x)C] 

წი) А = Yx[B(x) A C(x) | vxB(x) A VxC(x) 
[10] А = 3x[B(x) AC(x)]—3xB(x) A 3xC(x) 
[11] A = ax[B(x) V C(x) ] —3xB(x) V 3XC(X) 
[12] А = vxD(x) VVxC(x)Vx[ B(x) V C(x)] 
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[13] A = В(а) A —B(b)-»azb 
[14] А = B(a3) vx[azzx—B(x)] 
[15] А = B(a) ax(azmx A B(x)] 
[16] A = 83IxB(x) eaxvy[B(y) yz] 
40.2 证 明 ， 任 何 赋值 p, 对 以 下 的 各 对 工 和 A, 24 e(T) = t => 
P(A) 一 t9(T) = 1 的 意思 是 : 任何 BET, 都 有 Ф(В) = t6 注意 对 于 以 下 
BRTH A, BET — A 9%V): 


[1] T= —B—(B,—C), B—B,, C=C, 


A = C, 一 一 B， 
[2] Tr = 一 B 一 B,，C 一 (B 一 一 C:)， 一 (CC 一 B,) 
A = —(—B,—C) 
[3] r = C—Əs=B—(—B,—C,), (B 一 一 C) 一 B， 
А = —B,—C, 
[4] T = C—s=—B,—(—C,—B,), B>B, , —B—C 
А = 一 Bi 一 Ci 
[5] г = B—(—4,—0), B,—C,, С-›—С,, —B,—B, 
—C,—(—A—B,), AmB 
А = С, 
(ნ) r = BV (B,—C), В-»—в,, —(CAC.) 
A == С, V —B, 
[7] Г = B3,—(B—C) 
A = B-—BA(B B, A C) 
[8] T = С-В, У (—C,—B,), —(BA —B,), BV C 
A = =B, =C, 
[9] Г = vx[B(x)—C(x)], 3xB(x) 
А = 3x[B(x) AC(x)] 
[10] Г = vw<*[B(x)—C(x) VD(x)] 
A = vx|B(x)—C(x)] V 3XI 8(X) A D(x)] 
{11] Г = аху[В(к) ЛС(х, у) | 
А = ax[B(x)AayC(x, у)] 
(12] г = ax|ay[B(x, y)AC(y)]AB,(x)] 
А == Зу[зх[В(х, y) В, (х) ] #CC#)1 
[13] АЕ, 
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Г = vx[amxB(x)j, Ela 


А = B(a) 
[14] Æ F” 中， 
Г = В(аз, ја 


А = ах[ашх A В(к)] 
403 ”构造 赋值 9 和 2 ， 使 得 ， 对 于 以 下 各 合式 公式 A，p(A) = t, 
pi^ =f; 

[1] A= BACe(Be»C) 

[2] A= (ВУС) (св) 

[31 А = BAC—B,—(B—B,) A (C—B.) 

[4] A= BVC—B,—(B—B,) V (C—B,) 

[5] А = vsayB(x, y)—3yVxB(x, у) 

[6] A = vx[B(x) VC(x)]vxB(x) V vxC(x) 

[7] A = axB(x) AaxC(x)-»3x[ B(x) A C(x)] 

[8] А = vxB(x)C—vx[B(x)c] 

[9] А = ЭхВ(х)-ЭС«эзх[В(х)-ЭС] 

[10] А = В-мхС(х) —3x[B-C(x)] 

[11] А = Bo3xC(x)«— vx [B2C(x)] 

[12] А = vx(Bi (х) «С, (х) ] AVx[ B; (x) <> 

C, (х) ]— x [B (x) A В, (х) 0, (х) ЛС, (х)] 

40.4 证 定理 40.2, 
49.5 证 定理 40.3. 


$41 恒 真性 和 可 真性 


为 了 说 明 什 么 是 逻辑 演算 的 可 靠 性 和 完备 性， 我 们 还 需要 在 
赋 估 概念 的 基础 上 定义 恒 真性 和 可 真性 * 两 个 重要 概念 .. 
定义 411 (Eg KE) A 在 不 空 个 体 域 5 中 是 恒 真 的 , 当 且 仅 


当 , 任 何 $ 中 的 赋值 9, Ф(А) = t. 


1) 恒 真 性 一 词 的 英文 是 validity, 原意 是 有 效 性 ; 可 真性 的 英文 是 satisfiability， 
原意 是 可 满足 性 考虑 到 这 两 个 概念 的 泛 义 ， 故 采用 上 面 的 名 词 。 
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A 是 恒 真 的 ， 当 且 仅 当 ，A 在 任何 不 空 个 体 域 S 中 都 是 恒 真 
的 . 

定义 41.2 (TR) A 在 不 空 个 体 域 S 中 是 可 真 的 , BO 
当 ,存在 $ 中 的 赋值 9, 使 得 თ(4) = t. 

A 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 , 存在 不 空 个 体 域 5, 使 得 A 在 5 中 是 
可 真 的 . 

设立 是 合式 公式 的 (有 穷 或 无 穷 ) 集 ，? 是 不 空 个 体 域 5 中 的 


ME. RNS 
t ШЖ, ტ C%, ф(А) 一 t 

«ი-ს шщ 

对 于 空 集 或 空 序列 5 恒 有 o(2)—t НХ Ae 8 永远 是 
假 的 . 

定义 抽 .3( 一 起 可 真性 ) ”合式 公式 集 %[ 中 的 公式 在 不 空 个 
体 域 s 中 是 一 起 可 真 的 ， 当 且 仅 当 , A S 中 的 赋值 p， 使 得 
PU) = t, 

апр des A9. Ещ, 有 不 空 个 体 域 5, (001 % 
中 公式 在 5 中 是 一 起 可 真 的 . 

显然 ,一 起 可 真 的 合式 公式 中 的 每 一 个 公式 都 是 可 真 的 ;但 是 
若干 个 可 真 公式 不 一 定 是 一 起 可 真 的 . 

例 1 YxayF(x, у) 一 ЗуухЕ(х, y) 在 N 中 是 可 真 的 , 但 不 是 
恒 真 的 (参看 $ 40 წI 2). 

#12 3xvyF(x,y) 一 УузхЕ(х, y) RUE RS. 

例 3 SxFG)ASxYF(x) 在 仅 有 一 个 元 的 个 体 域 中 不 是 可 真 
89. 

给 定 合式 公式 集 忆 和 不 空 个 体 域 3 HORE p. 当 თ(%) = t 
时 ,我 们 称 二 元 组 4S, p> 为 (АИ) 的 模型 ， 因 此 ， 
AES 中 是 一 起 可 真 的 ,就 是 说 有 中 的 赋值 9, 使 得 《5， yq》 是 9 

外 是 一 起 可 真 的 ,就 是 说 有 不 空 个 体 域 S 和 Ss 中 的 赋值 დ, 使 
{8 (S, p) ЖНЯЯ, 


我 们 说 模型 是 有 穷 的 ,无 穷 的 , 或 可 数 无 穷 的 , 就 是 说 其 中 的 
不 空 个 体 域 是 有 穷 的 ,无 穷 的 ,或 可 数 无 穷 的 。 

MR % 有 模型 , WJ 中 所 有 合式 公式 当然 都 有 模型 ; 但 是 逆 
命题 并 不 成 立 。 

定理 41.1 

ПІ A 在 不 空 个 体 域 $ 中 是 醒 真 的 ， 当 且 仅 当 , mA 在 3 中 
PETAH. 

[2] A 是 昼 真 的 , 4 B o4, ЧА RETAK. 

证 A 在 5 中 是 伍 真 的 

>s 中 任何 赋值 p, p(A) = t 

55 中 任何 赋值 p, pA) = í 

STA 76 5 中 不 是 可 真 的 
这 就 证 明了 [1]. 

由 [1] 根据 定义 411 和 41.2, 可 以 证 明 [2]。 || 

定理 41.2 

[1] A 在 不 空 个 体 域 s 中 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 , 一 A dE S rh 
不 是 便 真 的 . 

[2] A 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 , 一 A 不 是 恒 真 的 。 

证 A 在 $§ 中 是 可 真 的 

«B SÉ e. 使 得 p(A) = t 

<> # S DIR р, 使 得 o(3A) = f 

VA 在 5 中 不 是 恒 真 的 
这 就 证 明了 [1], 
由 [1] 根据 定义 41.1 和 41.2, 可 以 证 明 [2]. II 

定理 41.3 

[1] А(а,---, a.) 在 不 空 个 体 域 $ 中 是 可 真 的 ， 当 且 仅 当 ， 
Su, cx А(х c x) Æ S 中 是 可 真 的 . 

[2] A(,: an) 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 , ში." x AG ss, 
х.) ETAN. 

证 我 们 只 证 明 = = 1 的 情形 ， 在 一 般 情形 下 定理 的 证 明 是 
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类 似 的 . 

BRAG) 在 s 中 是 可 真 的 ; 即 有 Ss 中 的 赋值 p, 使 得 p(A(a)) 一 
t 4 Ф(А) = 4， 可 得 Apa) =t; 因为 фа)е5, Ж 
(әх), (х) = t, 这 就 是 e(SxAQO) = t, DJ 3xAQx) 在 3 中 是 可 
真 的 ,这 就 证 明了 条 件 是 必要 的 ， 

设 ЭхА(х) 7 § 中 是 可 真 的 , 即 有 5 中 的 赋值 mw， 使 得 
Ф(ахА(х)) = t, 4 e(A) = 4, 则 g(axA(x)) = (2xysAGz) = t, 
ШЖ ce 5, 使 得 4(თ) = t, RYE s 中 的 赋值 d 使 得 a) = =, 
ЖЕФ а 以 外 的 所 有 指 词 所 赋 的 值 都 与 ?所 赋 的 值 相同 。 这 
样 ,由 于 + 是 与 A 无 关 的 , 故 «C4) = Ф(А) = 4, 因此 4w(A(a)) 一 
A(4(23)) = 4(თ) =t, ЭД А(а) 在 8 中 是 可 真 的 ， 这 就 证 明了 
条 件 是 充分 的 ,从 而 证 明了 [1]. 

[2] 可 以 根据 定义 41.2 由 [1] 得 到 证 明 。 || 

定理 41.4 

[1] Alan tes an) 在 不 空 个 体 域 S 中 是 忆 真 的 , W RI w, 
Vx xsAQas xn) 是 在 S 中 是 便 真 的 。 

[2] Aati ts an) 是 恒 真 的 , 当 且 仅 当 ，Yxi x AG... 
xn) 是 恒 真 的 . 

证 ”由 定理 41.1 和 41.3 可 证 明 本 定理 . || 

定理 41.5 设 $ 和 是 不 空 的 个 体 域 ，5 的 基数 不 大 于 7 的 
基数 ;又 设 合式 公式 A 中 没有 等 词 出 现 ， | 

[1] 如 果 A 在 3 中 是 可 真 的 , 则 A 在 并 中 也 是 可 真 的 ， 

[2] WRA ET REER ДА 5 中 也 是 恒 真 的 ， 

证 我 们 选择 在 F 中 证 明 本 定理 。 

由 于 5 的 基数 不 大 于 了 的 基数 ,我 们 可 以 取 了 的 子 集 8 ,使 得 
S 与 S 有 相同 的 基数 . 作 $ 与 8 之 间 的 一 一 对 应 , 令 5 中 的 元 2 
与 3 中 的 元 а 互相 对 应 . 

ES 中 任意 取 定 一 个 元 素 a*。 然 后 ,对 于 7 了 中 的 任何 元 素 8， 
确定 s 中 元 素 8° 如 下 : 
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4 如 果 g—ocs 
ი" 如 果 ges 
然后 ,对 于 S 中 的 任何 赋值 p, 构造 工 中 赋值 თ”, 使 它 满足 以 下 的 
C1) ж (2): 
(1) 对 于 任何 个 体 词 a 有 დ (a) = ea). 
(2) 对 于 任何 = 元 谓词 F， 如 果 pg(F) = Е, Щфр(Е) = Е’, 使 
得 ， 对 于 工 中 任何 元 素 p， coo ჩი: 有 FS 507 
Е (89, 82). 
H (1) SAIS (ф'(а))° = eG). 
现在 要 证 明 | 
(3) 对 于 任何 A 和 任何 满足 (1), 《2) H s 中 赋值 9? 和 了 中 赋值 
დ”, Ф(А) = '(A). 
(э) 的 证 明 用 归纳 法 , 施 归 纳 于 A 的 结构 。 
Ж: A 是 下 中 的 原子 公式 Еа, 20. IL დ(C) = F, 
დ (II) = F”, 则 由 《1) 和 (2) 可 得 
Ф'(А) = Ф'(Е(а, +++, а„)) 
= Е'(ф'(а)› :::, Ф'(а„)) 
= Е((Ф'(а1))°, +++› (დ C2,))”) 
= Е(ф(а)› +t t> Ф(а„)) 
= g(F(a, ***, а„)) 一 9(A) 
归纳 : A = В 9 В — С VxB(x), Ж A = BUE 
纳 假设 ,有 ФСВ) = p(B). 由 此 可 得 
9(A) = p(B) = ~ Ф(В) 
= ~ p(B) = e'C3B) 
= (A) 
如 果 A = B 一 C, 则 由 归纳 假设 ,有 9(B) = Ф'(В) 和 9?(C) 一 
9'(C)。 由 此 可 得 
Ф(А) = Ф(В > С) = თ(8)->თ(C) 
= ф'(В)—ф'(С) = (B > C) 
= e (A) 
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ЭПЖ A = VxB(x), WU B(x) 是 由 某 个 Bla) 经 代 人 而 得 ， 即 
B(x) = Si B(a)|。 现 在 要 证 明 , 对 于 任何 满足 (1) 和 (2) H s 中 
赋值 ?和 了 中 赋值 pA e(VxBGO) = e'CVxBGO). 4 p(B) == 
В, q'(B) = B ,那么 所 要 证 明 的 就 是 
(4) (x)sB(x) = (GO B') 

下 面 我 们 来 证 明 (4). 

设 《x》sB8(x) = t, 令 8 是 了 中 的 任 一 元 素 , 要 证 明 
(5) B'(8) —1 
H 6 C T 可 得 86°*€ S$， 构造 s 中 的 另 一 个 赋值 თ, 使 得 
(6) pla) = #9 
HE 918 a 以 外 的 所 有 指 词 所 峰 的 值 都 与 9 所 赋 的 值 相 同 。 又 构 
造 了 中 的 另 一 个 赋值 თ, (#78 
0) Ф(а) = 8 
ЗЕН. Ф #6 а 以 外 的 所 有 指 词 所 赋 的 值 都 与 o 所 赋 的 值 相 同 ， 这 
TÉ, $ 5 Ф 的 关系 显然 是 满足 (1) 和 (2) 的 。 因 此 ,由 归纳 假设 ， 
可 得 


(8) Ф(В(а)) 一 ф'(В(а)) 

又 根据 由 和 少 的 构造 ,由 于 а 是 与 B 无 关 的 , 故 有 

(– Ф(В) = 9(B) = B 

(10) Ф (В) = e(B) = B' 

Bi (6)—(10), 可 得 

(1) В(#°) = В(4(а)) = Ф(В(а)) 
= #'(B(a)) = B'(9/(2)) 
= В'(8) 


II" (BG) = Gif #° € 5, 故 В(8°) = t; НЕ (11), в] 
得 8(8) = t. 因为 8 是 中 的 任何 元 素 , 故 (n) В (к) = t. 

类 似 地 ， 可 以 由 《z*>rB(x) = Е ШЕВА (zy B(a) — t. ix FERE 
证 明了 《4), 至 此 归纳 部 分 证 完 。 

由 以 上 的 基 始 和 归纳 , 就 证 明了 (3). 4 

WA £ S HETRE S 中 赋值 p, 使 得 p(A) = t, 
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H დ Ep T ORT ф' ,使 它 满足 (1) 和 (2)。 根据 (3), 由 e(A)ot 
可 以 得 到 e'CA) = t, 即 A 在 工 中 是 可 真 的 。 于 是 证 明了 定理 中 
的 [1], 

[2] 可 以 根据 定理 41.1 由 (11 得 到 证 明 . || 

现在 我 们 来 说 明 什 么 是 逻辑 演算 的 可 靠 性 和 完备 性 问题 . 

我 们 在 绪论 中 讲 过 ， 构 造 逻 辑 演算 是 为 了 通过 其 中 的 形式 推 
百 来 研究 非 形式 的 演绎 推理 . 设 4，…，*4* 和 4 是 任何 命题 。 在 
党 绎 推理 中 ,我 们 研究 


1) H A teto As 能 推出 4 
也 就 是 
2) 如 果 Ao s An 26) III 4 £ 


是 否 成 立 的 问题 ， 在 逻辑 演算 中 ,命题 41,…，4， 和 4 分 别 表示 
为 合式 公式 Ab ,As ТА, А77, 4 与 4 之 间 的 演绎 推理 关 
系 ,也 就 是 1) III 2) 这 样 的 关系 , 反映 在 逻辑 演算 中 ,将 是 Ab … 
A, 与 A 之 间 的 怎样 的 关系 呢 ? 塔 尔 斯 基 ? 1936 定义 的 逻辑 推论 的 
概念 就 是 回答 这 个 问题 的 ， 

XX 41.4 GES Ge) 设 是 合式 公式 的 集 。 A 是 站 中 合 
式 公式 的 逻辑 推论 ( 简 述 为 A 是 % ИШЕ ЕЁ), ШЕ 

% = А 

当 且 仅 当 , АУНАУ ЈЕ А RO DEI 

A E A 是 说 ,任何 不 空 个 体 域 5 中 的 任何 赋值 p, 都 有 
3) დ(%) = t=> p(A) = t 
成 立 。 当 在 给 定 的 不 空 个 体 域 $ 中 任何 赋值 ?都 使 得 3) 成 立 
时 ,我 们 说 在 5 中 A 是 站 的 逻辑 推论 . 

当 所 是 空 集 时 , 由 于 e( @) = t,# 3) 就 与 p(A) = t 等 价 . 
因此 თ = ARE E= А) 就 是 说 A 是 恒 真 的 ， 

逻辑 演算 中 人 与 A 之 间 的 逻辑 推论 关系 是 反映 前 提 与 结论 之 
间 的 演绎 推理 关系 的 ， 因 此 ,通过 形式 推理 关系 


1) A. Tarski. 
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4) Ab ct An A 
来 研究 演绎 推理 关系 1) (或 者 就 是 2)), 就 是 通过 4) 来 研究 


5) Au"... À, = А 

我 们 考虑 4) 和 5) 之 间 的 下 面 两 个 关系 : 
6) An As — A— А, ++, А, Б А 
7) Ab ,As Е= A= Ap c7, ASIA 


其 中 的 A... A, 和 A 是 任何 台式 公式 .6) 是 说 ,凡是 形式 推理 
所 反映 的 前 提 与 结论 之 间 的 关系 ,在 演绎 推理 中 都 是 成 立 的 ,因此 
形式 推理 与 演绎 推理 是 一 致 的 , 它 可 靠 地 反映 了 演绎 推理 , 它 没有 
超出 演绎 推理 的 范围 ，7) 就 是 说 , 凡是 在 演绎 推理 中 成 立 的 前 提 
与 结论 之 间 的 关系 ,形式 推理 都 能 够 反映 ,因此 形式 推理 在 反映 演 
绎 推理 时 并 没有 遗漏 , 它 完 备 地 反映 了 演绎 推理 . 

6) 是 逻辑 演算 的 可 靠 性 定理 .一 个 逻辑 演算 称 为 可 靠 的 , 或 
称 为 具有 可 靠 性 ,如 果 6) 成 立 ，7) 是 逻辑 演算 的 完备 性 定理 .一 
个 逻辑 演算 称 为 完备 的 ,或 称 为 具有 完备 性 ,如 果 7) 成 立 。 

当 序列 A1,…, А, Ж ЖЕЎ (Бл = 0) IL, 6) 和 7) 就 分 别 
成 为 下 面 的 8) 和 9): 
8) | 一 A = Њ А 
9) = А => | A 
这 样 , 8) 和 9) 分 别 是 6) 和 7) 的 特例 。 反 过 来 ,由 8) 和 9) 分 别 
可 以 得 到 6) 和 7). 

又 根据 重 言 式 定理 ,由 8) 和 9) 可 以 分 别 得 到 
10) FA => LA 
11) = A = HA 
10) 和 11) 分 别 是 重 言 式 系统 的 可 靠 性 定理 和 完备 性 定理 . 

以 后 ， 为 了 方便 , 我 们 把 关于 人 ~ 的 某 些 写 法 用 于 上 =, 例如 
令 

A E Anc, As=ad F= Antee, A = A, 
a = Аз) Ån = А =. = AT 
ЖН Apc AQ Б A 
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А HH B=xA E= B ER B E= А 
8. 
ЩА HH BRYR, AB 也 称 为 等 值 公式 . 为 了 区 分 , 可 
以 把 A IH B 中 的 A 和 B 称 为 语法 等 值 公式 ,把 A E B 中 的 A 
和 B 称 为 语义 等 值 公式 。 


3 B 
4.1 15 T —A,B,C, D: 
А = Vxyz[F(x, y) AF(y, z)-5F(x, z)] 
B = vxy[F(x, y) 一 一 F(y， x)] 
C = vxy[F(x, y)—azF(y, z)] 
D = axyF(x, у) 
证 明了 有 模型 ,但 没有 有 穷 模型 - 
41.2 iE 9 = (A, B, Cas Di) (k = 0,1,2« 55 296 15 10,5 1, 2,75 
i= 0,1,2, +): 
А = Уху[Р(х, 了 ) 一 一 F(y， x)] 
В = vxy[F(x, y)3z[F(x, z) ЛЕ(2, v)]] 
C, = Е(ах, ац.) 
Dj, = a; a; 
其 中 ass aa aa，… 是 不 同 的 个 体 词 。 证 明 % 有 可 数 无 穷 模型 ， 
41.3 证明 合式 公式 
3xVy[F(x, y) A —F(y, x)—=F(x, х) — Е(у, у)] 


在 有 不 超过 三 个 个 体 的 域 中 是 恒 真 的 ,但 在 有 四 个 或 更 多 个 体 的 域 中 不 是 恒 


Xm. 

414 讨论 以 下 各 合式 公式 在 怎样 的 域 中 是 恒 真 的 在 怎样 的 域 中 不 是 
EAR: 

(1) wxyz[F(xy x) A[F(x, y) VEGAS х) ЈА [F(x Y) AFG z) 

—EF(x, z)]]3xVyF(x, у) 

(2) muwyaz[F(y, z)—F(x, z)u—sF(x, x)>F(y, x)] 

(3) wxyz[F(xy x) ^ [F(x, z)—F(x, y) V XC», 2)]]-o3xvyF(x, v) 

(4) wxyz[ 一 FE(xy x) A[FGo у) АЕ(у, z)—>F(x> 2)]] xy — Fs у) 

41.5 “证明 下 面 的 合式 公式 ; 
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(1) Vx—F(x, x) AVxyz[F(x, y) AE(y, z)—F(x, z)] A vx3yF(x, y) 
(2) Yx3yF(x, y) ASxVy—F(y, x) A 


Vxyxiy [F(x5 x1) AF(y, y) AF(yis x)F(yi, y)] 


(3) Мх Р(х, x) A Vx8yVz[F(x, y) AF(z, x)—F(z, y)] 
在 任何 有 穷 (不 空 ) 域 中 不 是 可 真 的 ,在 中 是 可 真 的 但 不 是 恒 真 的 . 

41.6 RS 是 有 ;个 元 (全 一 1,， 2, 3，……) 的 个 体 域 。 在 卫 中 找 出 合式 
公式 的 无 穷 序 列 A Ar A,，, EI А, 在 Sigla —0,1,2, …) 中 都 是 可 
真 的 ,但 在 Sin (m = 1, 2， 3, «2 中 都 不 是 可 真 的 。 


$42 可 党 性 和 协调 性 


可 人 靠 性 定理 对 于 本 书 中 的 各 个 逻辑 演算 都 是 成 立 的 .下面 我 
们 选择 L 给 以 证 明 ， 

91:2 42.1 在 各 逮 辑 演算 的 形式 推理 规则 中 把 — XX =, 
所 得 到 的 命题 都 是 成 立 的 。 以 F 为 例 ; 就 是 肯定 以 下 的 [1] 一 


[9]: 
[1] 
[2] 
[3] 


[4] 
[5] 


[6] 
17] 


[8] 


(9) 


Ap c. A, E A,G = 1, 0) 
ШЖ T == А, A, E= A 
WD == A 

ШЖ Г, пА = В, “18 

II L = A 

А >В, А = В 

ШЖ Г, А F= В 

MI r = Ав 

VxA(x) => Аа) 

ШЖ Г == Ala), a RET 中 出 现 
II P == vxAGO 

А(а), Қа, b) = A(b)， 其 中 的 #(6) 是 由 A(a) 把 а 
在 其 中 的 某 些 出 现 替换 为 b 而 得 
E= а, а), BI Ia, а) 是 恒 真 的 
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我 们 选 证 [3], [7], 和 [8]. 

证 [3] ЖГ E= A 不成立, MARE p, 使 得 თ(L) = і 
Ф(А) = ї. Ж, pA) = t, 因此 有 pC, 70A) = t. Hik, 
根据 假设 , p(B) = p(B) = t， 但 这 是 不 可 能 的 ， 故 工 C= A 
成 立 . 

证 [71 任何 不 空 个 体 域 5 中 的 任何 赋值 p, 设 Ф(Г) = t, Ë 
们 要 证 明 e(VxAQO) =t. $ Ф(А) = A， 则 所 要 证 明 的 就 是 
(GA) = t, 也 就 是 任 给 a € S, 要 证 明 Ala) = t. 

构造 5 中 的 赋值 ,使 得 (a) = a HH Ф a 以 外 的 指 词 所 
ЕУ Ф ВТАА АНА. ВЕЗЕ Г 上 А(а), A 
(1) Ф(Г) = t= Ф(А(а)) = t 
根据 由 的 构造 ,又 由 于 a 不 在 T 中 出 现 , # Ф(Г) = Ф(Г) = 6 Н 
此 并 根据 (1), 可 得 
(2) ф(А(а)) =t 
又 根据 的 构造 ,由 于 а 9-5 ACA KA 

Ф(А) = Ф(А) = A; 
因此 有 ФСА(а)) = A(@(a)) = 4 (а). 由 此 和 (2), 可 得 4C(თ) =, 
这 样 就 证 明了 [7]. 

证 [8] 任何 不 空 个 体 域 S 的 赋值 mp， 设 Ф(А(а)) = t, 
Фа, b)) = t, ЖФ p(A) = 4, III ФСА(а)) = 4(თC2)) = t, 
თ(2) 一 p(b)， 由 此 可 得 Ф(А(Ь)) = 4Co(b)) = t, 这 就 证 明了 
181, || 

定理 42.2( 可 靠 性 定理 ) 

[1] ATL 4, III E A. 

[2] 如 果 — A, II == A. 

证 由 引 理 42.1， 施 归纳 于 IT | 一 A 的 形式 证 明 的 结构 ， 可 
以 得 到 [1]; 8 [1] 可 得 到 [2]. | | 

根据 可 靠 性 定理 ,由 A H B 可 以 得 到 A E B， 这 就 是 说 ， 
凡 语法 等 什 的 合式 公式 都 是 语义 等 值 的 ， 

定义 42. 9 [— A-& BICA, f$ T — A. 
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定义 42.1 是 把 形式 推理 由 有 穷 的 形式 前 提 扩 充 为 无 穷 形式 
前 提 的 情形 。 这 个 定义 对 于 各 个 逻辑 演算 都 是 适用 的 . RMH А. 
可 以 把 关于 — A 的 各 种 写法 应 用 于 39 — А, 例如 % L– 
Attis А, 就 是 к А, Ds, 上 一 As. 

可 以 验证 ,所 有 在 第 一 章 中 讲 过 的 形式 推理 规则 , 当 把 其 中 的 
形式 前 提 扩 充 为 无 穷 集合 时 ,也 都 是 成 立 的 。 例 如 (一 +) 就 成 为 

如 果 9V(4) – B, Jl 9 [— A— B 

定理 42.3 (可 知性 定理 ) mE Aj A, MAH A. 

证 由 站 上 A, 根 据 定义 42.1, 有 了 TC, 使 得 T К А. 由 
此 根据 定理 42.2, 可 得 T = A. AATA, 故 % F= Г, 由 此 
和 T == A 就 可 得 到 % F= A. || 

根据 可 靠 性 定理 和 合 取 范式 定理 , 析 取 范式 定理 ,前 束 范式 定 
理 ,可 以 知道 一 个 合式 公式 和 它 的 以 上 各 种 范式 之 间 在 真 假 值 ,入 
真性 和 可 真性 问题 上 有 怎样 的 关系 

定理 42.4 合式 公式 A 和 它 的 合 取 范式 (或 析 取 范式 ) 是 语义 
等 值 的 。 因 此，A 是 恒 真 的 , 当 且 仅 当 ,A 的 合 取 范式 (或 析 取 范 
式 ) 是 恒 真 的 ; A 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 , A 的 合 取 范式 (或 析 取 范式 》 
ETAK. Il 

定理 42.5 合式 公式 A 和 它 的 前 束 范式 是 语义 等 值 的 。 
Jr: 

[1] АЖЖ® HORS s 中 是 恒 真 的 。 当 且 仅 当 ，A 的 前 束 范 
式 在 s 中 是 恒 真 的 ; A 是 恒 真 的 , ERK, A 的 前 束 范式 是 恒 真 
的 . 

[2] A 在 不 空 个 体 域 $ 中 是 可 真 的 , SEH, A 的 前 束 范 
RE S 中 是 可 真 的 ; A 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 ，A 的 前 束 范式 是 可 真 
的 .外 

一 个 合式 公式 和 它 的 斯 柯 伦 范式 以 及 斯 柯 伦 偶 范式 之 闻 在 真 
根 值 、 种 真性 和 可 真性 问题 上 的 关系 , 与 定理 42.4 和 42.5 中 所 说 
的 情形 有 所 不 同 。 下 面 的 定理 42.6 留 给 读者 证 明 , 证 明 时 要 参考 
斯 柯 伦 范式 定理 和 斯 柯 伦 偶 范式 定理 的 证 明 . 
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定理 42.6 

[1] 合式 公式 A F" 及 其 子 系统 中 的 公式 除外 ) 在 不 空 个 
体 域 中 是 恒 真 的 , 当 且 仅 当 , A 的 斯 柯 伦 范式 在 S 中 是 恒 真 的 ; 
A 是 恒 真 的 , 当 且 仅 当 ,A 的 斯 柯 伦 范式 是 恒 真 的 . 

D] 合式 公式 A (L" 及 其 子 系统 中 的 公式 除外 ) 在 不 空 个 
体 域 S 中 是 可 真 的 ， 当 且 仅 当 ，A 的 斯 柯 伦 侦 范 式 在 S 中 是 可 真 
的 ;A 是 可 真 的 , 当 且 仅 当 ,A 的 斯 柯 伦 侦 范 式 是 可 真 的 ， 半 

在 演绎 推理 中 , 我 们 要 求 前 提 应 当 是 没有 矛盾 的 , 也 就 是 说 ， 
不 允许 由 前 提 推 出 互相 矛盾 的 命题 。 反映 在 逻辑 演算 中 , 这 就 是 
协调 性 ?. 

定义 42.2 (协调 性 ) 合式 公式 的 集 [是 协调 的 ( 即 中 的 合 
趟 公式 ) 是 协调 的 , 当 且 仅 当 ,不 存在 A, 使 得 % I“ А, TA, 

定理 42.7 (可 靠 性 定理 ) 

[11 凡 有 模型 的 合式 公式 都 是 协调 的 ， 

[21 凡 有 模型 的 合式 公式 集 都 是 协调 的 ,| 

定理 42.7 中 的 [1] 是 定理 42.2 (21 的 等 价 形 式 ; [2] 是 把 一 
个 合式 公式 扩充 为 无 穷 个 合式 公式 ， 


习 题 


42.1 证 明定 理 42.6, 
42.2 证明 定理 42.7, 
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我 们 选择 了 作为 例子 来 证 明 命题 逻辑 的 完备 性 定理 . 

引 理 431 设 A 是 命题 逻辑 中 的 合式 公式 ,pu - … ,ps 是 所 有 
在 A 中 出 现 的 不 同 的 命题 词 , 是 一 个 赋值 ， 对 于 :一 1，……，w， 
令 


D) XË Consistency, 又 译 为 相 容 性 , 一致 性 ,无 矛盾 性 等 
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A = P 如 果 elp) = + 
Cp ШЖ ep) = f 
那么 
[1] Ф(А) =t=> An 7, А, — А 
[2] 9(A)=1=> A А, [— 7A 
证 施 归 纳 于 A 的 结构 。 
基 始 :A 是 命题 词 ,这 样 A 就 是 pj， 于 是 可 得 
Ф(А) = t= plp) =t— Ау = р> À, A 
Ф(А) = f= plp) = f= А, = Tp => A, Í JA 
这 就 是 [11 和 [2]. 
归纳 : A = ВА = ВС, А = В, HAARA, 


有 

0) Ф(В) = t= A, * A, | B 
(2) Ф(В) = [= Ap An | 7B 
H (12 #0 (2) 可 得 


9(A) = t= p(B) =! 
一 Ab A, F— OB (Bj! A) 
Ф(А) = f= Ф(В) = t 
=> An ts À, — B 
: == А, As — “118 CI) >A) 
这 就 是 [1] 和 [2], 
设 A = B 一 C， 由 归 钠 假设 ,有 (1), (2) 和 


(3) $(C)-—t—»4;,-:,A, — C 
(4) Ф(С) = f— A, ,As | 7C 
由 这 些 可 得 


Ф(А) 一 p(B 一 C) 一 上 t 
== p(B) = fX e(C) = t (HEX 40.2) 
=> An +++, А,В Arn …, А, — C (由 (2), (3)) 
=> An 00, A, — B— C (ВА) 

Ф(А) = «(B C) == f 


一 > p(B) = t3£ B თ(C) =f (HEX 40.2) 

= An 55, А, F— B, IC 《由 (1), (4)) 

=> Ap cc A, — —(B— C) GIA) 
这 就 是 [1] 和 (21, 

由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 本 引 理 . || 

定理 43.2 (命题 未 辑 的 完备 性 定理 ) 

[1] WRA, NA. 

12] dn P == A, Г [~ А. 

证 设 E= A, 即 A 是 恒 真 式 , potto ps 是 所 有 在 A 中 出 现 
的 不 间 的 命题 词 ,FP 是 任意 的 峰值， 不论 p(pi)==t 或 人 i 一 1,*…， 
п), ЖЫН (A) = t. Hik, 根据 引 理 43.1, + A = р 7р, · 
(一 Тукы п), 都 有 
(1) Ap c A, — А 
如 果 对 主 i 二 1, …，p， 令 

А, -[ 如 果 A; = p; 
Cp; WẸ А, = р, 


则 根据 引 理 43.1, 也 可 得 

Q) ები Ân | 一 А 

由 (1), 《2) 可 得 

(3) ..... 
类 似 地 ,可 得 


Ais tto Ån Asa А, [= А 
An itt» An Ав) À, | А 


并 由 之 得 到 

(4) ღდ-__.. 
ш (3), (4) 可 得 

(5) A, cA F— А 


这 样 继续 进行 下 去 ， 可 使 (5) 中 的 形式 前 提 逐 一 消去 ， 最 后 得 到 
| 一 A, 这 就 证 明了 [1]. 
由 [1] 就 可 以 得 到 [2]. || 
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逻辑 演算 的 判定 问题 是 要 寻找 一 个 判定 的 算法 ,根据 它 , 任 给 
这 个 逻辑 演算 中 的 和 A, HETH A 是 不 是 成 立 , 并 且 , 当 
T F A 成 立时 ,给 出 它 的 证 明 . 

重 言 式 有 逻辑 演算 的 判定 身 题 是 要 寻找 判定 算法 ,根据 它 , 任 给 
这 个 逻辑 演算 中 的 А, 能 判定 FA 是 不 是 成 立 ， 并 且 ， 当 FA 成 立 
时 ,给 出 它 的 证 明 . 

”逻辑 演算 或 重 言 式 有 逻辑 演算 称 为 可 判定 的 ， 如 果 存 在 着 关于 

它 的 判定 算法 ;否则 ,就 是 不 可 判定 的 . 

命题 逻辑 中 的 合式 公式 ,我 们 有 算法 来 判定 它 是 否 恒 真 (例如 
通过 真 假 值 表 或 合 取 范 式 )， 由 此 ,并 根据 命题 逻辑 的 可 靠 性 定理 
和 完备 性 定理 的 构造 性 证 明 ， 可 以 知道 命题 逻辑 和 重 言 式 命题 远 
辑 都 是 可 判定 的 . 

由 贼 值 的 定义 49.2, 给 命题 词 所 赋 的 值 是 t 或 和 .因此 ,如 果 ро, 
po po '“” 是 所 有 不 河 命 题词 的 任意 一 个 序列 , о, hs to 是 真 假 
值 的 任意 序列 , 即 每 一 个 (i = 0, 1, 2,.…) 是 t 或 1, 那么 有 
了 赋值 "使 得 pCpi) = tG = 0, 1,2, ·- 2. XORXT UEM 
的 一 个 显然 的 性 质 ， 谓 词 逻 辑 中 不 带 等 词 的 原子 公式 也 有 这 个 性 
质 ,这 可 以 陈述 为 下 面 的 定理 . 

定理 43.3 (原子 公 式 赋 值 定理 ) 设 As An A … .是 不 同 的 
不 带 等 词 的 原子 公式 的 任意 一 个 序列 ; t ty be,…' 是 真 假 值 的 
任意 序列 。 有 可 数 无 穷 域 中 的 赋值 p， 使 得 Ф(А„)=1„(л=0, 1, 
2,4). 

证 我 们 区 分 带 函数 词 和 不 带 函 数 词 两 种 情形 来 证 明 。 先 考 
虑 不 带 函 数 词 的 情形 。 4 s 是 由 所 有 个 体 词 构成 的 集 , MUS 是 可 
数 无 穷 的 。 构造 3 中 的 赋值 p, 满足 以 下 的 (1) 和 (2): 
(1) Ф(а) — a. 
О) ”对 于 任何 元 谓词 F, p) = F, 使 得 ,如 果 Flas +++, а) 

是 序列 中 的 Ans HJ Flas -…, 4) = t. 

关于 带 函 数 词 的 情形 , 令 s 是 由 所 有 项 构成 的 可 数 无 穷 集 , 构 

造 3 中 的 赋值 p, 满足 (1) 和 以 下 的 (3) 和 (4): 


(3) 对 于 任何 ! TARGA Р, p) = f, 使 得 , 任 取 Ss 中 的 元 《 即 

项 ) ass ar A Gs m) = ECan а). 
(4) нан Е, p(F) = Е, 使 得 ,如果 Е(а 72) 

是 序列 中 的 An M FC, +, იჯ) = t. 
H C1) 和 (3), 对 于 任何 项 es，p(e) = a. 

დ 显然 满足 定理 的 要 求 ,|| 

定义 43.1 设 A 是 谓词 逻辑 中 的 合式 公式 ，A 中 没有 量词 和 
等 词 。 把 A 中 相同 的 原子 公式 换 为 相同 的 不 在 A 中 出 现 的 命题 
词 ,把 A 中 不 同 的 原子 公式 换 为 不 同 的 不 在 A 中 出 现 的 命题 词 ,得 
到 А”, A' 称 为 A 在 命题 逻辑 中 的 相关 公式 . 设 T = Ape ALL 
4 А, 是 Ai; 在 命题 逻辑 中 的 相关 公式 (i 二 1, ---, n). IE 
Att An 称 为 在 命题 逻辑 中 的 相关 序列 . 

根据 定义 43.1, 当 讲 到 命题 逻辑 中 的 相关 公式 和 相关 序列 时 ， 
我 们 总 是 假定 原来 的 合式 公式 中 是 没有 量词 和 等 词 的 。 

引 理 43.4 设 人 是 T 在 命题 逻辑 中 的 相关 序列 ，A’ 是 A 在 
命题 逻辑 中 的 相关 公式 、 那 么 

[1] F= A, MENY, E= А 

[2] T == A, ERY, Г E= А” 

证 我 们 只 要 证 (11.8 [1] 可 得 [2]. 

先 证 条 件 是 必要 的 . 设 == A, 即 A 是 恒 真 的 ,并 设 B... . 
B, 是 所 有 在 A 中 出 现 的 不 同 的 原子 公式 , 又 由 A 得 到 A’ 时 把 
Boteto B, 分 别 替换 为 po oss ps。 我 们 要 证 = А 89) #” 是 恒 
真 的 ,就 是 说 , 设 9 是 任意 一 个 赋值 ,要 证 p(A') = t. 

根据 原子 公式 赋值 定理 43.3, 可 以 由 9 构造 赋值 %, 使 得 
CI) Ф(В;) = დ(ი,) G—1,:-:,2) 
因为 A 中 没有 最 词 , 所 以 由 《1) 可 得 
Q) Ф(А) = Ф(А) 
因 A 是 恒 真 的 , 故 Ф(А) 一 t 由 此 和 (2) 就 得 到 paN = t, 

条 件 的 充分 性 可 以 类 似 地 证 明 . || 

引 理 43.5 设 工 是 工 在 命题 还 辑 中 的 相关 序列 ，A" 是 A 在 
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命题 逻辑 中 的 相关 公式 ， 那 么 

III — А, XERA, [— A, 

[2] T — A, ЧЕХ, Г — A', 

证 我 们 只 要 证 [1], 由 [1] 可 得 [2]. 

先 证 条 件 是 必要 的 . 设 [— А, В, -…, B, 是 所 有 在 A 中 出 
. 现 的 不 同 的 原子 公式 , 由 A 得 到 A 时 把 B, 替换 为 pj(i = 1,7, 
п). 在 关于 F— А 的 形式 证 明 中 把 В, 替换 为 p:， 就 得 到 关于 
— А’ 的 形式 证 明 ， 

条 件 充 分 性 的 证 明 是 类 似 的 .| 

定理 43.6” 设 工 是 谓词 逻辑 中 不 带 量词 和 等 词 的 合式 公式 有 
穷 序 列 , A 是 不 带 量词 和 等 词 的 合式 公式 .那么 

[1] Ж E= A, Д] I— A. 

[2] 如 果 工 上 A, Jl] T [~ A, 

证 由 引 理 43.4 和 43.5, 并 根据 命题 逻辑 的 完全 性 定理 ， 就 
可 以 证 明 本 定理 . || 

定理 43.6 ”是 谓词 逻辑 中 不 涉及 量词 和 等 词 的 部 分 的 完备 性 
定理 。 谓 词 逻辑 中 这 一 部 分 的 完备 性 可 以 归 约 为 命题 逻辑 的 完备 
性 。 š 


E! 题 
43.1 原子 公式 赋值 定理 (定理 43.3) 和 关于 命题 逻辑 中 相关 公式 的 引 
8843.5 和 43.5 中 的 合式 公式 能 否 包 含 等 词 ? 为 什么 ? 
43.2 证 明正 ( 见 $ 14) 的 完备 性 . 
43.3 г, A 是 P 中 的 合式 公式 有 穷 序 列 , Г. — A, 在 P 中 不 成 
X #8 L– А, 作为 形式 推理 规则 加 进 P 中 而 得 到 P'. 证 明 ; AE PH 
BEATH A, T — A 都 在 P' 中 成 立 。 


$44 谓词 逻辑 的 完备 性 (-…) 


从 本 节 起 我 们 要 证 明 谓词 逻 辑 的 完备 性 定理 。 谓 词 歼 辑 的 完 
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备 性 定理 首先 由 哥 德 尔 ?证 明 , 故 称 为 可 德尔 完备 性 定理 . 
完备 性 定理 是 谓词 逻辑 的 最 重要 的 定理 。 由 于 它 的 重 变性 ， 
由 于 它 的 深度 和 难度 , 它 吸 引 了 学 者 们 的 研究 ,作出 了 许多 不 同 的 
证 明 。 在 哥 德 尔 1930 原来 的 证 明之 后 ， 又 有 希 尔 伯 特 与 阿 克 曼 
1938 以 及 希 尔 伯 特 与 贝尔 奈 斯 1939 的 证 明 , 这 些 证 明基 本 上 都 
是 按照 如 德尔 的 方法 作出 的 。 321949 给 出 了 另外 的 证 明 , 在 
这 个 证 明 中 ,关于 谓词 逻辑 的 形式 推理 方面 的 性 质 是 用 得 最 少 的 . 
亭 金 的 证 明 与 数理 逻辑 的 一 个 分 支 一 一 模型 论 一 一 的 发 展 有 很 大 
的 关系 。 此 外 还 有 拉 西 欧 娃 ? 与 席 考 尔 斯 基 % 1950 的 证 明 ， 它 是 
在 把 谓词 逻辑 抽象 为 一 种 代数 和 拓扑 的 研究 之 后 作出 的 。 克 利 尼 
1952 的 证 明 方法 是 介 于 亨 金 的 证 明和 项 尔 伯 特 与 贝尔 奈 斯 的 证 
明之 闻 的 ， 
我 们 要 在 本 节 中 陈述 可 德尔 原来 的 证 明 ， 在 下 一 节 中 陈述 亨 
ФЕ. 
现在 我 们 先 来 证 明 不 带 等 词 的 谓词 逻辑 的 完备 性 .我 们 以 F* 
为 例 加 以 证 明 . 我 们 只 要 考虑 R* 中 的 带 量词 的 合式 公式 ,因为 谓词 
逻辑 中 不 涉及 量词 和 等 词 的 部 分 的 完备 性 在 上 节 中 已 经 证 明了 . 
设 A 是 F* 中 的 合式 公式 , 并 令 A = А(а, ++, an), 其 中 的 
а, t მ, 是 所 有 在 A 中 出 现 的 不 同 的 个 体 词 。 令 A = Ves 
x,AQu, 7x) ,其 中 的 xi,*……, x, 是 不 同 的 不 在 A 中 出 现 的 约束 
76%. 这样,A' 中 不 再 有 个 体 词 。 又 令 A“ 是 A' 的 斯 柯 伦 范式 , 则 
A" 中 也 没有 个 体 词 。 我 们 有 
= А <> EF А 
E= А <> pa" 
= А «€» | A 
I— A' €» | A" 


1) K. Gödel. 
2) L. Henkin. 
3) H. Rasiowa. 
4) R. Sikorski. 
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由 此 可 得 

= A <— A” 

|e А = [~ А” 

因此 ， 为 了 证 明 完 备 性 定理 “F= А => К— А”, 只 要 证 明 

“к= A" => F— A“”， 这 就 是 说 ,在 证 朋 完备 性 定理 时 ,我 们 可 

以 假设 所 给 的 合式 公式 是 一 个 其 中 不 出 现 个 体 词 的 斯 柯 伦 范式 。 
设 个 体 词 和 约束 变 元 按 字 和 母 次 序 排列 后 成 为 


а» а, ар, *** 


___-__ š 
我 们 要 把 它们 的 ”元 组 分 别 排 成 无 穷 序列 ， 为 此 , 我 们 只 要 把 自 
然 数 的 # 元 组 (也 就 是 个 体 词 或 约束 变 元 的 下 添 标的 7 元 组 ) 排 成 
无 穷 序列 就 行 。 我 们 用 以 下 的 方法 : 第 一 ,如 果 坟 十 … +; < 
hcc ds MJ GS ttes i) HEE Gri 7) 的 前 面 ， 如 果 
nte tihti tji HES mOxm-s, dif 
je yt vium Та < fmt Ci ააა –“-“ 
的 前 面 ， 按 照 这 个 方法 ,任何 两 个 不 同 的 自然 数 = 元 组 ,总 是 一 个 
排 在 另 一 个 的 前 面 ， 因 此 就 能 把 自然 数 的 元 组 唯一 地 排 成 无 穷 
序列 。 例 如 ,自然 数 的 3 元 组 就 排 成 以 下 的 无 穷 序 列 : (0, 0， 0), 
(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,0,2),(0,1,1),(0,2,0),(1,0,1), 
(1,1,0), (2,0,0), (0,0,3), (0,1,2),(0,2,1),(0,3,0),(1,0,2), 
(1,1,1),(1,2,0),(2,0,1),(2,1,0),(3,0,0),(0,0,4), (0,1,3), 
(0,2,2),(0,3,1),(0,4,0),(1,0,3),(1,1,2),(1,2,1),(1,3,0), 
(2,0,2), (2,1,1), (2,2,0), (3,0,1), (3,1,0), (4,0,0), (0,0, 
5). 

` ПЕ Ил», 我 们 把 按照 上 述 方法 排列 的 第 《个 (#=1, 
2,3,*:-) BAX n 元 组 写成 

(ko ur k,) 
这 样 , 例 如 自然 数 的 3 元 组 的 无 穷 序列 就 是 (C1,1;,13),(2,,2,,23)， 
(3, 3 33)›°° Su 因此 有 
(1,1515) S (0,0,0) 
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(20:23:23) = (0,0,1) 
(3,3532) = (0,1,0) 


(91,9,,93) Ld (1,1,0) 
(10,,10,,10)) = (2,0,0) 


于 是 我 们 就 可 以 把 个 体 词 的 = 元 组 和 约束 变 元 的 = 元 组 按照 
它们 的 下 添 标 分 别 排 成 无 穷 序 列 ， 例 如 个 体 词 # 元 组 的 无 穷 序 列 
就 是 ` 

Car» Try atn) G@ = 52535263) 

下 面 我 们 先 说 明证 明 完 备 性 定理 的 大 概 步 双 . 

设 A 是 一 个 在 其 中 不 出 现 个 体 词 的 斯 柯 伦 范式 : 

А = Sx crx yis yoB(Cx tss Yo yo) 
ERIR а, tta Xm yb tto Ya 之 外 没有 其 他 的 约束 变 元 ， 对 
ТЕ k, Ф 

B == Bags ss аш» ac-Da+ " > аы) 
А? "= B(z,,; ttt, Ze Z(-Oni» 7» Zen) 
В, = BP V +++ VBR 
A, = Y[AP V ++- VAR] 
= Va z [AP V ++. VAR] 
关于 本 节 中 的 这 些 临 时 性 规定 ,我 们 作 以 下 的 说 明 ， 

(—) ве 和 B, 是 由 原子 公式 经 使 用 连接 词 而 构成 的 合 式 公 
式 ,其 中 没有 量词 ,也 没有 约束 变 元 。 

(Z) A? 是 由 B 把 其 中 的 个 体 词 换 为 相应 的 有 相同 下 添 标 
的 约束 变 元 而 得 , 所 以 AP 不 是 合式 公式 而 是 命题 形式 ， A, 中 的 
BOR A? VY.… VA? 也 是 由 В, 经 相同 变换 而 得 。 

(=) 在 BR HARAR FRR (BI А? 中 约束 变 元 的 下 添 标 ) 
m, — 1)n 1, kn 各 不 相同 ,它们 都 不 小 于 《又 用 数学 
归纳 法 ( 施 归 纳 于 А), 可 以 证 明 

max (和 ko) < k (т, k > 1)* 
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因此 (kt 一 Da + 15, 如 都 大 于 max (д, ka). 
(四 ) ВР, --«, B? HADA HIR ESRB AP, +, AS 中 的 
BRET FER H R 


kitts k, 

之 外 ,其 他 的 下 添 标 依 次 排列 起 来 恰好 是 

1,+»#упл,уп + 1,***,2п,°**, (k— е + 1,з-, hn 

(E) A, 的 前 束 词 中 的 约束 变 元 zo, 556, Zin HIG HI ОК 
АР\/ +++ VA? 中 所 有 不 同 的 未 经 约束 的 约束 变 元 ,因此 A 是 合式 
AR. 

我 们 在 下 面 将 证 明 : 
1) 如 果 序 列 Bi, В, B3,*…* 中 有 重 言 式 ， 则 A 是 重 言 式 ( 见 引 理 

44.1 和 44.2), 
2) 如 果 序 列 Bi, Bz Вз, * 中 没有 重 言 式 , 则 A 在 可 数 无 穷 域 中 

不 是 恒 真 的 ( 见 引 理 44.3 和 44.4), 
根据 排 中 律 ( 注 意 , 这 是 指 非 形 式 的 演绎 推理 中 的 , 而 不 是 形式 推 
理 中 的 排 中 律 ), 序 列 В, В,, B3,** 中 有 重 言 式 或 者 没有 重 言 式 ， 
因此 ,由 上 面 的 1) 812) 可 得 : A 是 重 言 式 ,或 者 A 在 可 数 无 穷 域 
中 不 是 恒 真 的 。 由 此 可 得 : 如 果 人 A 在 可 数 无 穷 域 中 是 恒 真 的 , 则 
A EE NX. 

我 们 在 上 面 说 序列 Bi, B, B, -- :中 有 重 言 式 或 者 没有 重 言 式 
时 ,使 用 了 排 中 律 ; 但 是 并 没有 算法 来 判定 , 在 由 任意 给 定 的 A 得 
出 的 无 穷 序列 Bi, B, B;,*…* 中 ,究竟 有 还 是 没有 重 言 式 ， 因 此 我 
们 没有 算法 来 判定 A 是 不 是 重 言 式 . 事实 上 , 丘 奇 1936 证 明了 这 
种 算法 是 不 存在 的 : 即 F* 是 不 可 判定 的 。 

在 证 明 以 下 各 引 理 和 定理 对 ， 我 们 都 要 用 到 前 面 所 作 的 各 项 
临时 性 规定 ， 

引 理 441 j— B, => L– А, (к= 1,2,3,.-.), | 
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313 442 A, I— А (k= 05,2, 3, +), 


VI ЖАЯР k. 

基 始 : k—a. Н (У) 可 得 
(69) Ai [— Vz iz B(as ttt, ао, zi 7*4 Za) 
根据 约束 变 元 替换 定理 ,由 (1) 可 得 
(2) Ai | 一 Vyi sy B(as +=, მი» у, °°» Yn) 


再 经 过 使 用 (3+) #0 (т), (2) 就 得 到 A — А, 
归纳 : 我 们 要 证 骨 
G) A H A, VA 
H (3) 和 归纳 假设 A | 一 А, М ЕПА ы | 一 A。 为 了 证 明 (3)， 
Ac IE 
(4) Aja [一 BVA 
(00 Au BERE Vr t zaal AP V VALA] ი. 
G) Акы F— Мав" “Zat SAP V- VAn 
RDO AP, ·-., Абы 中 的 约束 变 元 ， 除 了 只 在 Agn 中 出 现 的 
XIი+13 "5 Z(k+DÚn 之 外 ， 都 在 702," y Zin 之 中 ， 所 以 
621049 Veee Y AR 
= ВО... VB9 V 8C9C+ი,ს ttt, A044» Z1» "ვ Zü Da) 
一 B, V 8(00+ს, ***5 მ(L+),2 Zka+l * ** » Z(k-rDa) 
因此 (5) 就 是 
(6) Aga | 一 Мар" * Zion» 
[B, V B(2425,5 * * "5 ауэ Zkatlo ^ *э Züens)] 
于 8, 中 没有 约束 变 元 , 故 有 “ 
(7) š ო Zita 
[B, VB(ausp,» * ` “ა апыр» Zao15* * * » Жы, Л] 
— B. Ма," “ZarDaB  »I-. 


Zintis ** * 5 26+სი) 


根据 约束 变 元 替换 定理 ,由 《7) 可 得 
(8) Мдаа" 7 "20450 
ІВ, VB(auap,s* * “ე аяры» zkntl ** » Zia] 
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= BeV Vy - -у„В(ац+о„» *** авара Yu *** Ya) 
Ж (9,) 可 得 | 
(9) უილუ_-_-_---." 
由 《8) 79 (9) 就 得 到 
(10) Мар" "алув 
[Bi VB(agen,s * * *› аца Ziseis *** 3 Ziana) ] 
— BVA 
Hi (6) # (10) 就 得 到 (4). 
最 后 我 们 由 (47 证 明 (3). WE wo, wa 是 不 在 A 中 出 现 的 
不 同 的 约束 变 元 ， 由 (4) 经 使 用 (Y+), 可 得 


(11) Акы | 一 Ywo s wis [S355 Bi] VA] 
ESL A 中 没有 wotee, wis 出 现 , 故 由 (11) 可 得 
(12) Arn | Vwo e ба zB | VA 


根据 约束 变 元 替换 定理 ,由 (12) 就 得 到 
Aka F— Vastu бв, | VA 
这 就 是 (3), 至 此 证 明了 归纳 部 分 ， 
由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 引 理 442, || 
引 理 44.3 ”如 果 序 列 Bl，B:,。B:，.… .中 没有 重 言 式 , 则 有 可 数 
无 穷 域 的 赋值 p, pæ) = f， 因 此 
9(B8) = I (£—1,2, 3,---), 
证 წ 8,C(= 1,2, 3,…-) 中 没有 量词 和 等 词 ,又 都 不 是 重 
言 式 , 故 由 定理 43.6, 有 了 赋值 


a) Pis das bu, ci 
使 得 
(2) d4(34) =f (k= 1,2, 3,---) 


任 给 一 合式 公式 ,在 (1) 中 总 有 无 穷 个 赋值 ,它们 对 这 公式 所 
赋 的 值 都 相同 ;因为 ,如 果 在 (1) 中 有 无 穷 个 赋值 对 给 定 公式 赋 以 
真 值 , 则 这 些 赋值 就 是 所 要 找 的 , 否则 , 如 果 (1) 中 只 有 有 穷 个 赋 
值 对 给 定 公 式 峰 以 真 值 ; 则 在 (1) 中 去 挤 这 有 穷 个 赋值 ,所 剩 下 的 
无 穷 个 赋值 就 是 所 要 找 的 ,它们 对 给 定 的 公式 都 赋 以 假 值 . 
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现在 令 
C; ©,, C; ... 
是 在 序列 By, B:,B;，,…: 中 依次 出 现 的 不 同 的 原子 公式 。 
根据 方才 的 说 明 , 在 (1) ALAARE Ci: 赋 以 相同 的 值 ， 
我 们 令 这 无 穷 个 赋值 是 
(3.1) di, di, თ), *** 
它们 在 (3.1) 中 保持 着 原来 在 (1) 中 的 次 序 。 在 讲 到 它们 给 C 的 
赋值 时 ,因为 所 赋 的 值 都 相同 , Pil ФСС) 40090), 
所 以 我 们 可 以 把 (3.1) на ЧАА сЕ РСН К), 
因而 把 它们 给 C, 所 赋 的 值 都 记 作 “yg:(C1)*”, 这 样 是 不 会 引起 误会 
在 (3.1) 中 又 有 无 穷 个 赋值 给 C, 赋 以 相同 的 值 ， 令 这 无 穷 个 
赋值 是 
(3.2) : «VI, dii Ф, tte 
它们 在 (3.2) 中 保持 着 原来 在 (3.1) 中 的 次 序 。 同方 才 的 情况 一 
样 , 当 讲 到 它们 给 С, 的 赋值 时 ,我 们 把 《3.2) 中 的 各 个 赋值 都 记 作 
"n^, 把 它们 给 С, Pr Ras (iE “HC”. 
一 般 地 ,我 们 将 得 到 无 穷 个 赋值 
(3.2) 4i, di, Ф, 
它们 给 C; АДАН ААА, CNE (3.7) 中 保持 着 它们 在 前 一 个 无 
穷 序列 (赋值 的 无 穷 序 列 ) 中 的 原 有 次 序 。 我 们 把 Gi) 中 的 各 个 
赋值 都 记 作 “42”， 把 它们 给 C, AROHA R ја E СС)”, 当 
j < š f, Gi) Æ (3.0 的 子 序列 ,因此 有 
(4) pC) = (С) G <) 
我 们 来 考虑 真 假 值 的 无 穷 序列 
4 (0); P), 20), --- 
由 原子 公式 赋值 定理 43.3, 有 可 数 无 穷 域 中 的 赋值 p, 使 得 
(5) PCCD = (C) (=1,2,3,--) 
我 们 将 证 明 这 个 9 就 是 所 要 求 的 , 它 使 得 
pE) 一 (&21,2,3,:*-). 
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任 给 Be， 按照 C1 Co Ct НЕКИЕ, TAREKS AW 
1,848 В, 中 的 原子 公式 都 在 Co's Ci 之 中 。 由 (4) 和 (5) 可 
得 


(6) ФСС) == (CC) =თ(C) G1, 
由 于 В, 中 没有 量词 ,所 以 由 (6) 可 得 
€) ФВ) 一 CBA) 


C) 中 的 ,在 要 求 它 使 得 (7) 成 立 这 一 点 上 , 它 可 以 是 它 所 
属 的 赋值 无 穷 序列 中 的 任意 一 个 。 0! 也 是 在 最 初 的 赋值 无 穷 序 
7I (1) 中 的 。 我 们 可 以 在 Ф' 所 属 的 无 穷 序列 中 选择 一 个 充分 靠 
后 面 的 o^, 使 得 它 在 《1) HERA domis > k. RXT BOX 
说 ,根据 (2)， 有 


(8) თ'(8,) = «,(8,) =f 
AA s > k, 所 以 
(9) В, = B, V Bn V · · · VB? 


H (8) Яп (9) 就 有 必 (Bk) = f; BERI (7), АЯ oC = Р, 
此 有 p(B?) =f (д = 1, 2) 3,“ “-).II 

5138 44.4 ”如 果 序 列 Bi, В,, B3,*…* 中 没有 恒 言 式 , 则 A 在 可 
数 无 穷 域 中 不 是 恒 真 的 。 

证 我 们 来 证 明 ， 在 引 理 44.3 的 证 明 中 用 到 的 ( 即 在 原子 公 
AMEER 43.3 的 证 明 中 构造 的 ) 可 数 无 穷 域 3 中 的 赋值 E 
得 Ф(А) 二 f。 如 果 能 证 明 
(1) plVx x Bye yo BCX Xma yo t1» 9) =! 
那么 ,由 《1) 显然 可 得 ф( A) = t, 从 而 可 得 eA) = f. 

令 Ф(В) = В, 352, (1) 就 是 
(2) (жх) (У es ~ BG: Xma pis Ys) = t 

HER S RRITE aas tta aame Ë (а, ct au) 是 第 个 自然 
数 秋元 组 ， 由 定理 433 的 证 明 , 有 pla) =a, G —0,1,2,---), 
因此 有 

PCB?) = p(B(a,,, ---, akm 20-0215 "75 2442) 
= B( glar )s ttio o. eGa-inaD s» ф(аң„)) 
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–______–_..... 
= B(a,,***535,» 3à-De419 ^» аы) 
由 此 并 根据 引 理 44.3， 可 得 
(з) ~ В(а, +" მი, аан» 777 Akn) -1 
这 就 是 说 ,对 于 $ 中 的 任何 元 as am 5 RRITJE аа-онь" ^» 
аы› 使 得 (3) зу. 这样 就 证 明了 (2). || 
定理 44.5 (完备 性 定理 ) 
[1] 如 果 在 可 数 无 穷 域 中 A 是 恒 真 的 ， 则 A GRE ДХ. A 
Je 094 A 1918 PED DU A ЖЕЕ. 
[2] 如 果 在 可 数 无 穷 域 中 T = A, ДГ F— A. 因此 ,如 
ЖГ A, Г –– А ( 哥 德 尔 1930). 
证 如 果 A 在 可 数 无 穷 域 中 是 恒 真 的 , 则 在 序列 Bu, B, Ba 
中 有 重 言 式 (由 引 理 44.4); 因 此 在 序列 Ai, Аз, Ast феа 
(由 引 理 44.1); 于 是 A 是 重 言 式 ( 由 引 理 44.2), 这 就 证 明了 [1]. 
由 [11 就 可 以 得 到 [2]， |! 


з и 

44.1 在 A 的 前 束 词 中 仅 有 一 种 量词 的 情形 下 ,给 出 完备 性 定理 (44.5》 
的 证 明 . 

44.2 ” 设 A 是 斯 柯 伦 范式 

Ix xm Wy «აზრის, ey Ху Yit Ya) 

во fn 了 都 象 本 节 中 所 规定 。 那 么 ,A 是 重 言 式 , 当 且 仅 当 * 有 正 整数 《使 得 
в, 是 由 卫 中 的 重 言 式 在 其 中 命题 词 的 出 现 之 处 代入 下 中 的 原子 公式 而 得 
(以 相同 的 原子 公式 代替 相同 的 命题 词 ， 以 不 同 的 原子 公式 代 葵 不 同 的 命题 
9. 
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在 本 节 中 要 陈述 享 金 1949 中 谓词 逻辑 完备 性 定理 的 证 明 . 
这 里 要 证 明 的 是 
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1) 如 果 A 是 协调 的 则 A 有 模型 

这 是 完备 性 定理 的 一 种 等 价 形式 .实际 上 ,我 们 在 下 面 证 明了 
2) ”如 果 合 式 公式 集 [是 协调 的 则 % 有 模型 

由 2) 显然 可 以 得 到 1). 

我 们 选择 谓词 逻辑 F* 来 证 明 2). 

下 面 先 要 定义 合式 公式 的 极 大 协调 集 的 概念 ， 并 证 明 几 个 引 
EN 

定义 45.1( 极 大 协调 集 ) 合式 公式 的 集 í 是 极 大 协调 集 , 当 
且 仅 当 , % 是 协调 的 ,并 且 , 对 于 任何 不 在 中 的 A,2U{A} 部 是 
不 协调 的 ， 

引 理 45.1 设 合式 公式 集 [是 极 大 协调 集 ，A 是 任何 合式 公 
式 ， 那么 , Ae %.4 BOO, A I— A, 

证 由 AE% 显 然 可 得 2 k A, 11% A, dn A£, 
则 由 于 % 是 极 大 协调 集 ， 所 以 AU (4) 是 不 协调 的 ， 因 而 % 人 
“А, % |[— A di X. 31 A, ix 5 % BS TA EE REP TEES Ж 
Bi % [— A uff Act |] 

引 理 45.2. 1 外 是 合式 公式 的 极 大 协调 集 ，A 是 任何 合式 公 
X. 那么 , AE UA 和 “AE A 中 有 一 个 并 且 只 有 一 个 成 立 ， 

证 因为 4 是 协调 的 , 故 Aet ЯП —A € % ВЕУ. 

如 果 A¢X, 则 由 于 外 是 极 大 协调 集 , 故 MU{A} 是 不 协调 的 ， 
KA TA， 由 引 理 45.1, TAEA || 

由 引 理 45.1 和 45.3 可 以 得 到 引 理 45.3, 

引 理 45.3 设 六 是 合式 公式 的 极 大 协调 集 ，A 是 任何 合式 公 
X. PA, A A 和 上 -IA 中 有 一 个 并 且 只 有 一 个 成 立 , ll 

引 理 454 ”任何 合式 公式 的 协调 集 并 可 以 扩充 成 为 极 大 协调 
集中, 就 是 说 ,有 极 大 协调 集 A*, 使 得 ACY*, 

证 ”谓词 逻辑 中 的 合式 公式 是 可 数 的 ， 它 们 可 以 排列 成 无 穷 
序列 Ai, A;、 A3,"*-。 构 造 合式 公式 集 的 无 穷 序 列 90, 90, Wye 
如 下 : 

9t, = % 
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A = i UfA,u) 如 果 9, 0А.) 协调 
ME s 否则 
那么 可 以 得 到 (1) #0 C2): 
(1) СЯ, а, (п == 0,1,2,...) 
(2) A, 是 协调 的 (xz = 0,1, 2,---) 
其 中 的 《17 是 显然 成 立 的 , (2) 可 以 用 归纳 法 证 明 , 施 归纳 于 n. 


基 始 : n — 0, 9L II % 是 所 给 的 协调 集 , 
| 归纳 : 假设 %, 是 协调 集 , Ar 是 AU Arn) 或 者 就 是 9L. 

在 两 种 情形 下 ,3,4 都 是 协调 的 ， 

由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 (2), 

4 9* 3: 915, 2h, 2b, e HHR, 30 2, A 中 的 任何 合式 公式 部 
RT W. . 

我 们 先 证 明 XV" 是 协调 集 ， 设 X% 是 不 协调 的 , 即 有 合式 公式 
C, 使 得 %* |— C, 1С, MBAR B.,:::, B, C%", 使 得 
(3) Bises B, — C, 7C 
设 В.Є 11, В.Є Ajast ty Bm € Ajmo 并 且 令 j = max (j> t$). 
Hi) 可 得 
(4) Bi,***, B, € %; 
H (4) 和 (3) 就 得 到 9, — c, ac. 这 与 (2) 是 矛盾 的 ， 因 此 
%* 是 协调 集 ， 

现在 证 明 92% 是 极 大 协调 集 . 1 86%", А ВЕ, (п = 0, 
1,2, 5), 令 B 是 合式 公式 无 穷 序 列 中 的 Ака. 根据 9%, 3h, 
A e RENERE W U {Акы} 是 不 协调 的 , 即 ILU (B) 是 不 协 
调 的 ， 因 9,91", 故 IU (8) 是 不 协调 的 , 这 就 证 明了 M* 是 极 
大 协调 集 . |1 

设 % 是 了 中 合式 公式 的 协调 集 , 我 们 要 证 明 % 有 模型 。 我 们 
先 要 把 % 扩充 为 极 大 协调 集 ， 为 此 又 先 要 把 F* p AA F”, 它 比 
Е" 多 一 个 无 穷 序列 的 新 的 个 体 词 。 我 们 令 
3) d, d, dizi 
Ox dT IBS ДЗ НЕ]. FU 的 其 他 形式 符号 ， 形 成 规则 ， 


* 338 + 


和 形式 推理 规则 都 与 F* МАНН. FY 的 合式 公式 仍 是 可 数 的 ,可 
以 排 成 一 个 无 穷 的 序列 . 

设 DAG) 是 F* 的 合式 公式 的 无 穷 序 列 中 第 一 个 以 存在 量 
词 开始 的 合式 公式 , 4, 是 3) 中 的 第 一 个 不 在 AGO 中 出 现 的 个 体 
Ti. d, 当然 不 在 ARER, AA AEF 中 合式 公式 的 集 。 令 

9, = AU (3xAi(x) 一 4)(ძ,)) 
设 A(x) 是 F* 的 合式 公式 的 无 穷 序列 中 第 二 个 以 存在 量词 开 
始 的 合式 公式 ,ai, 是 3) 中 的 第 一 个 不 在 А (х) 中 也 不 在 % 中 出 
现 的 个 体 词 ， 令 
%, = A U (3X#,CX) — A,(d,,)] 
照 此 方法 可 以 构造 W, 91,, 96, -.-. % 是 协调 的 。 由 此 可 以 证 明 
% 也 是 协调 的 . W % 不 协调 ， 就 有 В, 使 得 
3EU{axAi(x) > Ai(d,)) F— BATIB 


由 此 可 得 

4) 91 上 一 [3xA(G) 一 Al(d,)] 一 BA 一 B 

由 于 dj, 不 在 % 中 出 现 , 又 可 以 任意 选择 B, 使 得 6, 不 在 B 中 出 现 ， 
我 们 可 以 由 4) 逐步 得 到 下 面 的 5) 一 7): 


5) A [— Vy[[s3xAi(x)  Ai()] 一 BA 一 B] 
6) A [— зу[ахА (х) 一 Al(y)] > BA TB 
7) % | 一 [3xA,(x) > 3yA((y)] > ВЛ TB 


因为 xA (х) > 3yAG) 是 重 言 式 ,所 以 由 7) 就 得 到 A | BA 
TB, Xi АИМА ET A. 因此 就 证 明了 % 的 协调 性 ， 

用 数学 归纳 法 ,通过 上 述 论证 ,可 以 证 明 A, 96, As · .都 是 协 
წე. 

4 ზა=%სბსშ%ს---, III ЯНО. 由 引 理 45.4, 协 
调集 2t, 可 以 扩充 成 为 极 大 协调 集 ， 令 * 是 由 C 扩充 而 得 的 极 
大 协调 集 ， 

SS FU 中 所 有 个 体 词 的 集 , 即 s 是 由 F* 中 个 体 词 以 及 d， 
d, რ, ИНИН. 5 是 可 数 无 穷 集 ， 构 造 5 中 的 赋值 p, 满 
足以 下 的 8) 和 9): 
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8) ТЕ" 中 的 个 体 词 a, g(a) —a€5, 
9) ”对 于 谓词 F", Ф(Е") = Е", 使 得 ,对 于 5 中 任何 元 am,*……， 
მის a (2 t MR FC, о,) E AF 

F'(a, "» ს 否则 
于 是 ,我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 

XH4s5s 设 A 是 F* 中 的 合式 公式 ， PF 是 满足 8) 和 9) 的 
5 HIRE. WA 

t ШЖ Ac 


[1] 9(A) -{ а 
证 施 归 纳 于 A 的 结构 . 
基 始 : A 是 原子 公式 .由 9) 就 得 到 [1]. 
归纳 : АЖ B, BAC, BVC, B — С, В — C, VxB(x) 或 
9X8CX) 七 种 形式 之 一 ， 我 们 选择 对 于 B, В — С, УхВ(х) 三 种 
形式 给 以 证 明 . 
ША = В, ЭД] 
(68) AE A* => B E A* (MM A RE TB) 
=> BE A* (E 8[ 45.2) 
== 90) =f (由 归纳 假设 ) 
=> p(A) = p(B) = t (由 赋值 定义 ) 
Q) Af£91* —» TB é %* (H A Ж TB) 
一 > B€ A* (由 引 理 45.2) 
=> p(B) =t (HIIRE) 
=> p(A) = p(71B) 一 上 《由 赋值 定义 ) 
H O5 (2) 就 得 到 [1]. 
设 A 是 B 一 C. 那么 有 
(3) АЄ* => B — C € %* 
=> (B >C) 6 A* 
=> Bé 9%% d —C é %* 
=> p(B) = Í 或 p(C) =! 
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=> (A) 一 p(B 一 C) =t 
(4) A € (*—> B — C£ %* 
=> (В > C) € %* 
=> BE %* Н Ce A* 
=> Ф(В) =t 并 且 gC) = t 
—»9(A) = დ(8 — C) = í 
H (3) 81 (4) 就 得 到 [1]. 
最 后 , 设 A 是 УхВ(х), ЇЕ 
(5) VxB(x) є A*—> p(VxB(x)) = t 
$ Ф(В) = B, III (5) 就 是 
(6) VxB(x) € A* => (х),В(х) = t 
令 a 是 5 中 任意 的 元 , BD a E FU 中 任意 的 个 休 词 。 6) 可 以 证 明 
如 下 : 
VxB(x) € 91* => 9* |— vxB(x) 


ж=>%* — B(a) 
N 
== В(а) € A* 
==> Ф(В(а)) 一 !〈 由 归纳 假设 ) 
=> В(ф(а)) = BG) =t 
= (r)sB(#) = t 
其 次 证 
VxB(x) é A* => o(VxB(x)) = f 
即 
(7) VxB(x) é A“ => (х), B(x) = I 
可 以 得 到 
(8) VxB(x) £ "=> —VxB(x) є A* 


=> 3x B(x) € %* 
由 于 KBO) 是 F* 中 的 以 存在 量词 开始 的 合式 公式 , 故 有 某 个 
di 使 得 
(9) % = 244 U (3x7 1B(x) > —1B(d,,)) 
H (9) 可 得 
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(10) ах^лв(х) 一 TIB(d,,) є U* 
由 《8) 70 (10) 可 得 
VxB(x) € %* 一 > —B(4,,) є %* 
=> Bdp) g 2i* 
—»9(B(44)) = t (由 归纳 假设 》 
=> B(e(4) = B(4) = Í 
(BG) = Í 
这 就 是 (7)， 
由 (6) Яп (7) 就 得 到 [1]; 至 此 证 明了 归纳 部 分 ， 
由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 定理 45.5, || 
定理 45.6 (完备 性 定理 ) ” 凡 协 调 的 合式 公式 集 都 有 可 数 
无 穷 模型 ， 因 此 ， 凡 协 调 的 合式 公式 集 都 有 模型 ( 哥 德 尔 1930), 
证 设 站 是 协调 的 合式 公式 集 ， 我 们 在 前 面 已 把 多 扩充 成 为 
极 大 协调 集 3*。 根 据 定理 45.5, 所 构造 的 可 数 无 穷 集 5 中 的 赋值 
使 得 pCA) 一 ,其 中 的 A 是 %* 中 的 任意 的 合式 公式 .因此 ,对 
于 外 中 任意 的 A, 显然 可 得 p(A) = t, 故 % 有 可 数 无 穷 模 型 ， |I 


$46 ” 带 等 词 的 谓词 逻辑 的 完备 性 


在 本 节 中 要 证 明 带 等 词 的 谓词 逻辑 F*, F* 20 L" 的 完备 性 . 
我 们 先 证 明 F'* 的 完备 性 ， 
ША Е» 中 的 任意 的 合式 公式 ， 设 A 中 除 等 词 ! 外 还 有 其 
fu 219891315) F, eet Fst 出现, 4 
Bi = Vxl(x, x) 
В, = VXIIICX, y) > Ky, х)1 
В; = Vxyz[I(x, y) ЛІС, 2) э I(x, z)] 
Cj; = V[F;Qu,* ** хра» X» Xj» x,,) Al(x, y) 


一 Fi(x Xjci» Y» Xj * ^^» x,,)1 
G=1, 457-1, зэ) 
Aa = Bis Bz B3Cu3* Cn ttt Сао tt Cing 
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其 中 的 А, 是 由 A 所 确定 的 合式 公式 有 穷 序列 , А, 已 经 在 $28 中 
yen. 

тии, RITSIDURA E hkz BOR TE A th Ei 
词 之 外 只 出 现 一 个 其 他 的 谓词 F, F 是 ”元 的 谓词 这样, 上 面 的 


Ci; 就 成 为 Ci: 
Cj ә Y[F(xa + *›Х;—15Х›Х}++1›°°°› x,) AI(x, y 
Р(х,» Xi 一 19 Y» Ху+1› °°°› x,)1 
Q1, 2) 
TRA 


А, B, B, Вз, C, С, 

我 们 仍 令 入 A 是 由 A, 中 的 公式 构成 的 合 取 式 ， 

像 在 s 28 中 一 样 , 我 们 在 下 面 也 还 要 另外 把 A 看 作 是 不 带 等 
词 的 F* 中 的 合式 公式 ， 也 就 是 把 A 中 的 1 看 作 不 是 等 词 ,而 是 一 
个 一 般 的 二 元 谓词 ， 这 时 ,从 语法 上 讲 , 就 不 能 使 用 关于 等 词 的 形 
式 推理 规则 (F* 中 是 不 包含 形式 推理 规则 (1-) 和 CI) 的 为 从 语 
义 上 讲 , 给 1 所 赋 的 值 就 不 一 定 是 7。 在 这 种 情形 下 ，AA 中 的 各 
公式 也 都 是 R* 中 的 合式 公式 ， 

引 理 46.1 给 定 不 空 的 个 体 域 5。 如 果 FU 中 的 A 在 任何 不 
空 的 ,基数 不 大 于 5 的 基数 的 个 体 域 了 中 都 是 恒 真 的 ， 则 LV 中 的 
‘人 A4 一 A 在 5 中 是 恒 真 的 ， 

引 理 46.2 АЖЕТ У ПЕ АЈА ЯПА (К = 0, 
1,2,5). 

[1] 如 果 F* 中 的 ЛАЛА 在 5 中 是 可 真 的 , 则 有 不 空 的 、 
基数 不 大 于 5 的 基数 的 个 体 域 了 ,使 得 A 在 T 中 是 可 真 的 ， 

[2] 如 果 瑟 中 的 人 AAAAKA 一 0,1,2，) 在 3 中 是 一 
起 可 真 的 ， 则 有 不 空 的 、 基 数 不 大 于 5 的 基数 的 个 体 域 了 ， 使 得 
A,G =0, 1,2, э 在 工 中 是 一 起 可 真 的 ， 

引 理 46.2 中 的 [1] 是 引 理 46.1 的 等 价 形式 , [2] 是 把 [1] 中 
的 一 个 合式 公式 扩充 为 无 穷 个 合式 公式 的 情形 ,下 面 我 们 证 引 理 
46.2 中 的 [1]。 
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证 46.2 [1] 根据 引 理 中 的 假设 , 有 5 中 的 赋值 p, 使 得 
eA A,A A) = t, BI 


(1) Ф(В,) = Ф(В,) = (В) = t 
(2) ФСС) =t (1,7, n) 
(з) Ф(А) 一 


因为 AAAAA 是 F* 中 的 合式 公式 ,其 中 的 1 不 是 等 词 ,我 们 
4 e(I) 一 日 ,HH 是 5 中 的 二 元 命题 水 数 。 册 (1), 对 于 5 中 的 任何 
Ж a, B. 7 ,可 得 

H(a, თ) = t 
(4) H(a, 8) = t—» Н(В, а) = t 
H(a, В) = H(8, у) = t=> Hla, y) = t 

HB CORIEURUS HE S 分 成 若干 个 (至 少 一 个 ) 互 不 相交 的 等 价 类 ， 
4518, 5 中 的 任何 元 < 和 8 属于 同一 个 等 价 类 ， 当 且 仅 当 ，H(&， 
В) = t. 5 中 的 元 都 恰好 属于 一 个 这 样 分 成 的 等 价 类 。 

任 给 we 5, 令 。 所 属 的 等 价 类 为 a。 那 么 ,任何 %, #65, 
(5) Н(а, В) = t <> თ = В 
4 S 是 由 S 的 等 价 类 构成 的 集 , 则 S' Жз, 并且 ა” 的 基数 不 大 于 
S 的 基数 。 下 面 要 证 明 F'* 中 的 A 在 5 中 是 可 真 的 . 

令 plF) = Е, RARER WR y MAG = 1,2, 705,0) 
是 5 中 任意 的 属于 同一 个 等 价 类 的 元 , 即 它们 满足 თ; == 8;, 那么 
下 面 的 (6) #1 (7) 成 立 : 
(6) F(o ***, an) = ЕО", Ba) 
(7) H(a თ) = HCE, В.) 
证 明 如 下 .我 们 显然 有 
(8) Bi; Bz, Вз, C; E 

[= YII, y) > "LC, tts уух Xj ttt 52) 
a> F(x t ts ху Yo хаз 7*5 Xa) ] 
G= l5 tn) 

H (8), partim HREOC) (2) 和 《5), 可 得 
(9) Fl Gi თ; ait * "  » б) 
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__-3-_- იაც 
其 中 的 meee, 9-15 Gjt * * * > G, JE S 中 的 任意 的 元 ,4 和 8 是 5 
中 任意 的 属于 同一 个 等 价 类 的 元 。 由 (9) 可 得 
F(a, ea ap) = F (fr, თ; а,) 
= F(B fi, оз›°*°› თ.) 
= FE. 8) 
这 就 是 (6).〈7) 的 证 明 是 类 似 的 ， 
H S 中 的 赋值 ?构造 S 中 的 赋值 დ”, დ” 满足 


(10) 9'G) = Ce) 
并 且 p (E) = 已, 使 得 ,对 于 任何 让 ++", 6,65, 8 
(11) ЕВ," Bn) = FC Вл) 


其 中 的 5G = 1,0), 根据 (6), 可 以 是 8; 中 任意 的 元 ; 对 于 

不 是 等 词 的 1, დ CI) = H', 使 得 ,对 于 任何 PB, A6 S ,有 

(12) I H'(fi, 8) = НОВ, 8) 

其 中 的 A 和 #,, 根据 《7), 2-7 a 1 E 6; 70 6, REEE. F 

面 要 证 明 , 对 于 F* 中 的 A, 有 

(3) Ф(А) = o'(A) 

为 了 证 明 《13), 我 们 来 证 明 

(14) ”对 于 Ss 中 任何 赋值 Pp 和 满足 (10),(11) # (12) 的 8 中 任 
TRE р’, EA Ф(А) = o'CA). 

(14) 的 证 明 用 归纳 法 , 施 归纳 于 F* 中 合式 公式 A 的 结构 。 

基 始 : A 是 原子 公式 (а, ……, а,) 或 Ка, b), 其 中 的 工 不 是 
等 词 ， 假设 დ(L) = F, р (F)= F, 90) = H, დ'(I) = H, Wl 
H (10) 70 (11) 可 得 

Ф(Е(а,+++›а„)) = Ё(ф(а,),+ ++, ф(а„)) 
= Е'(Ф(а1)',-:*, ф(а,)) 
= F'(g'(), v (а,)) 
= p (F(a: ao)) 


a (10) fn (12) 可 得 


Sa 
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Ф(1(а, b)) = Н(ф(а), o(b)) 
=H (olay, poy) 
= II (g(a), pb)) 
= g'(I(a, b)) 

9: A 有 TB, BAC, BVC, B— С, B — C, VxB(x) 或 
3xB(x) 七 种 形式 之 一 ， 关 于 前 面 的 五 种 形式 , 证 明 是 简单 的 , Ж 
ნ. 下 面 作出 A = VxB(x) 形式 的 证 明 , 而 A = 3xB(x) 的 形式 
可 以 类 似 地 证 明 . 

当 А = VxBGO 时 , 由 归纳 假设 ,对 于 任何 满足 上 述 条 件 的 5 
中 赋值 Pp 和 S' 中 赋值 9', 已 经 有 
(15) Ф(В(а)) 一 Ф'(В(а)) 

成 立 ,《15) 中 的 Ba) 是 这 样 一 个 合式 公式 ，a 在 其 中 出 现 , x 不 在 
其 中 出 现 , 而 且 Si В(а)| 一 BCx)。 现 在 要 证 明 , 对 于 任何 满足 上 
述 条 件 的 ?和 თ”, 有 
a6) qCVxB(x)) 一 e'CvxB(x)) 
RI. Ф Ф(В) = В, 9'(B) — В’, А (16) 就 是 
(BG) = (х) В'(х) I 
(17) (а):В (ж) = t < (х) В (к) = t 
ТТЕ (17) 89 => 27. 

设 《x)sB(x) = t, 并 任意 取 p ES, ШЕН] В(#)—1, m 
PES 可 得 8€ S， 构造 一 个 5 中 的 赋值 5, 使 得 
(18) pla) = в 
ЖЕН Фф a 以 外 的 所 有 指 词 所 赋 的 值 部 与 所 赋 的 值 相同 ， 又 构 
造 一 个 S 中 的 赋值 ,使 得 
(19) ф'(а) = # 
3f B. ф % a 以 外 的 所 有 指 词 所 赋 的 值 都 与 ^ ARER. i 
样 ,由 与 少 的 关系 显然 是 满足 (10),(11) 和 (12) 的 ;因此 ,出 (15)， 
可 得 
Q0) Ф(В(а)) = ф'(В(а)) 

又 根据 上 和 თ" 的 构造 ,由 于 2 是 与 B 志 关 的 , 故 有 
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Q1) Ф(В) = p(B) = B 


Q2) Ф (B) = e'(B) = B 
Н (18), (19), (20), Q1) #1 (22) 可 得 
(23) 8(8) = B(9(2)) = 9(8C)) 


L CC = ф'(В(а)) = B'(g'(a)) = B'(#') 
由 于 假设 《x);B(x) = tii B 66 5, BC) = t; ARIE (23), 
[得 BE) = t, 因为 8 ES 中 的 任意 元 素 , 故 证 明了 《x》5B'(x) 
= ,这 就 证 明了 《17) 的 之 部 分 . 

(17) 的 所 部 分 的 证 明 是 类 似 的 . 至 此 证 完了 (17)》, 即 完成 了 
归纳 部 分 的 证 明 . 

由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 (14). h (14) 可 得 到 (13)， 

但 是 对 于 H', 由 (12) 和 (5) 可 得 ,对 于 S 中 的 任何 元 素 所 和 
L^ 


a| 


H' (f В) = t <> В, = #; 

这 就 是 说 ,在 赋值 თ” > F, 1 是 等 词 。 这 样 , 对 于 (13) 的 右 方 
P(A) 中 的 A 来 说 , 其 中 的 1 是 等 词 , 即 这 个 A 是 F'* 中 的 合式 公 
X. 

Ei (13) 70 (3) 就 得 到 e' CA) = t, 因此 Fe 中 的 A 在 3 中 是 
HRW. S 就 是 引 理 中 所 要 求 的 7, 于 是 引 理 证 完 。 II 

定理 46.3 (完备 性 定理 ) 在 F* 中， 

[1] 如 果 A 在 可 数 无 穷 域 和 任何 不 空 有 穷 域 中 都 是 恒 真 的 ， 
则 A 是 重 言 式 ， 因 此, 如果 A 是 恒 真 的 , 则 A 是 重 言 式 . 

[2] 如 果 在 可 数 无 穷 域 和 任何 夏 空 有 穷 域 中 工 = A, WJ 
I | 一 A， 因 此 , RT E= А, ДГ | A( 哥 德尔 1930). 

证 由 [1] 中 的 假设 , 根据 引 理 46.1, F* 中 的 和 人 A、 一 A 在 
可 数 无 穷 域 中 是 恒 真 的 :因此 ,由 不 带 等 词 的 谓词 逻辑 的 完备 性 定 
EE, AA, — A ЖЕ" 中 的 重 言 式 , 因而 也 是 Е 中 的 重 言 式 。 
于 I 在 F* 中 是 等 词 , 故 AAA 是 F'* Ша, ЮПА Е 
中 的 重 言 式 , 这 就 证 明了 L1]. 

H [1] 可 得 到 [2]。 [|] 
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定理 46.4 (完备 性 定理 ) 在 F* 和 F*' 中 ， 

[1] 如 果 A 在 可 数 无 穷 域 和 任何 不 空 有 穷 域 中 都 是 恒 真 的 ， 
则 A 是 重 言 式 ， 因 此 ,如 果 A 是 恒 真 的 , 则 A 是 重 言 式 . 

(2) 如 果 在 可 数 无 穷 域 和 任何 不 空 有 穷 域 中 工 A.U 
T — A, ВЖ, AUR IL E= A, ШГ | A( 哥 德尔 1930). 
证 我们 先 证 "的 完备 性 定理 . 根据 F"' 的 函数 词 消除 定 
p | 


zr Ре: A em Fr: A? 


其 中 的 409 简单 说 就 是 由 A 把 其 中 所 有 有 f(a，*…， a) 形式 的 子 
公式 换 为 ?xF(a1、……, а, x), 然 后 再 替 除 劳 状 词 而 得 ,其 中 的 不 
在 A 中 出 现 ( 详 细 情 况 都 匈 $ 28). 

现在 我 们 要 证 明 
(2) 任何 不 空 个 体 域 中 的 赋值 pg、 有 s 中 赋值 的 თ. 使 得 

Ф(А) = e(A?). 

由 中 构造 dE, თ XL T A RRRA AT A 280578948 88 
与 9 所 赋 的 值 相同 ,中 对 A 中 函数 词 则 按 以 下 规定 赋值 . 我 们 只 
БИЗ A 中 的 一 个 t 作为 例子 。 设 由 A 得 到 A? 时 用 来 替 除 名 的 
谓词 是 Fe# ,并 设 w(F) 一 FE. 4 WCGt) 一 /是 这 样 一 个 由 《SU LI)» 
到 SU fu) 的 函数 , 使 得 , 对 于 თ, o, € S, WRA S 中 唯一 的 
ла 8 Flas es an თ) = t, Д Ка, tts a) =m а, BNG 
Кодът san) ч ол, o, HE ს, NEE Сод 20, ) —u. 
这 样 的 gw 显然 使 得 (2) 成立 。 

根据 (2)， 由 于 F* 中 的 A 在 可 数 无 穷 域 和 任何 不 空 有 穷 域 
中 都 是 恒 真 的 ， 可 以 知道 P* 中 的 A? 也 有 这 个 性 质 ， 因 此 ,由 定 
fü 46.3，A" 是 F* 中 的 重 言 式 。 由 此 和 (1)，A REF 中 的 重 言 
式 , 这 就 证 明了 111. 由 [1] 可 得 [2]. 

F° 的 完备 性 定理 可 以 类 似 地 证 明 , 但 用 到 F° 的 函数 词 消除 
ЖЕР. || 

定理 46.5 (完备 性 定理 ) ЖЕ, L", L" rh, 

[1] 内 协调 的 A 都 有 可 数 无 穷 模 型 或 不 空 有 穷 模 型 。 NX, 


«348. 


凡 协 说 的 A 都 有 模型 

[2]， 凡 协调 的 % 都 有 可 数 无 穷 柳 型 或 不 空 有 穷 模 型 。 因 此 ， 
凡 协 调 的 % 都 有 模型 ( 哥 德 尔 1930). |І 

定理 46.5 中 的 [1] 是 定理 46.3 和 46.4 中 的 [1] 的 等 价 形式 ， 
[2] 是 把 [1] 中 的 一 个 合式 公式 扩充 为 合式 公式 集合 的 情形 ， 


$47 紧 致 性 定理 和 勒 文海 姆 -斯 柯 伦 定理 


ЖЕСЕК BUR Ge ID ემბისი სანათის 
EN 

定理 47.1 ( 紧 致 性 定理 ) 如 果 ЕР ЕБЕ, III % 
有 模型 。 

证 “由 假设 ,根据 可 靠 性 定理 42.8, A 的 任何 有 穷 子 集 部 是 协 
调 的 ,因此 六 是 协调 的 ， 由 定理 45.6 和 46.5 [2], S 有 模型 。 II 

勒 文海 姆 定理 和 斯 柯 伦 定理 部 是 在 可 德尔 完备 性 定理 之 前 建 
立 的 . 但 是 ,有 了 完备 性 定理 , 并 根据 可 靠 性 定理 , 它们 就 很 容易 
证 明 。 下 面 的 定理 47.2 和 47.3 是 勒 文海 姆 定理 的 两 个 等 价 的 形 
x. 

定理 47.2 (БОИ Н) 

[1] 在 不 带 等 词 的 亩 词 逻 辑 中 ,如 果 A {ЕНГЕ ЗУРА ЫН 
真 的 , 则 A 是 恒 真 的 。 因 此 , A 是 恒 真 的 , 当 且 仅 当 ,A 在 可 数 无 穷 
域 中 是 恒 真 的 

[2] 在 带 等 启 的 谓词 逻辑 中 ,如 果 А 在 可 数 无 穷 域 和 任何 不 
空 有 穷 域 中 都 是 恒 真 的 。 则 A 是 恒 真 的 。 因 此 ,A 是 便 真 的 , 当 且 
仅 当 ,A 在 可 数 无 穷 域 和 任何 不 空 有 穷 域 中 部 是 恒 真 的 ( 勒 文海 姆 
1915), || 

定理 47.3 ( 勒 文 海 姆 定理 ) 

[1] 在 不 带 等 词 的 谓词 逻辑 中 , ШЖ A 有 模型 , 则 A 有 可 数 
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无 穷 模 型 。 因此, AARE, B DON. A 有 可 数 无 穷 模型， 

[2] 在 带 等 词 的 谓词 逻辑 中 , 如 果 A 有 模型 , 则 A 有 可 数 无 
穷 柑 型 或 不 空 有 穷 模型 ,因此 ,A 有 模型 , 当 且 仅 当 , ACH STO 
穷 模型 或 不 空 有 穷 模 型 ( 勒 文海 姆 1915)， |l 

定理 47.4 ( 勒 文海 姆 -斯 柯 伦 定 理 ) 

[1] 在 不 带 等 词 的 谓词 逻辑 中 ,如果 合 式 公式 集 A 有 模型 ， 
VI % 有 可 数 无 穷 模 型 。 因此 , % 有 模型 , 当 且 仅 当 , 有 可 数 无 穷 
BN. 

[2] РАНЕ 0,202 ASA SE % # #70, III 
% 有 可 数 无 穷 模 型 或 不 空 有 穷 模 型 。 因 此 ,sf 有 模型 ， 当 且 仅 当 ， 
% 有 可 数 无 穷 模型 或 不 空 有 穷 模型 (斯 柯 伦 1920). || 


习 = 


47.1 任何 不 带 等 词 的 A 和 任何 不 空 个 体 域 5 HORE p， 有 可 数 无 
穷 域 中 的 赋值 ,使 得 p(4) = #C#). 


$48 独立 性 


关于 肥 辑 演算 中 的 形式 推理 规则 ， 我 们 常常 要 求 其 中 的 任何 
一 条 都 是 不 能 从 其 余 的 规则 推出 的 ,因而 是 不 多 余 的 ,是 不 能 省 略 
的 ， 这 是 推理 规则 的 独立 性 问题 。 然而 , 这 种 对 于 推理 规则 的 独 
立 性 的 要 求 却 并 不 是 必要 的 ; 在 逻辑 演算 中 完全 可 以 由 于 这 样 那 
样 的 原因 而 保留 某 些 并 不 独立 的 推理 规则 ， 因此 , 要 求 独立 性 可 
以 说 是 出 于 把 作为 出 发 点 的 东西 搞 得 少 而 精致 一 些 的 考虑 . 

定义 48.1 (独立 性 ) 在 迎 辑 演算 中 , 一 条 形式 推理 规则 称 为 
独立 的 ,如 果 它 不 能 从 其 余 的 推理 规则 推出 . 

我 们 也 可 以 说 ,如 果 在 逐 辑 演算 中 去 掉 某 一 条 推理 规则 后 ,就 
使 得 这 个 逻辑 演算 中 原 有 的 某 个 推理 关系 不 再 成 立 ， 那 么 这 条 推 
理 期 则 是 独立 的 ， 这 样 的 定义 与 48.1 中 的 定义 是 等 价 的 。 


6 350。 


根据 上 面 的 定义 ， 为 了 证 明 膛 辑 演 算 中 某 一 推理 规则 是 独立 
的 ,我 们 只 要 找到 一 个 性 质 ,使 得 这 个 逻辑 演算 中 所 有 其 他 的 推理 
规则 ， 如 果 它 是 第 一 类 的 推理 规则 ， 那 么 它 所 直接 生成 的 推理 关 
系 都 有 这 个 性 质 ， 如 果 它 是 第 二 类 的 推理 规则 ， 那 么 由 它 生 成 的 
推理 关系 都 保持 这 个 性 质 (简单 地 ， 可 以 说 其 他 推理 规则 都 具有 
或 保持 这 个 性 质 ), 可 是 , 要 证 明 它 的 独立 性 的 推理 规则 却 不 是 这 
Ë. 

或 者 ,如 果 能 找到 一 个 性 质 , 使 得 , 除了 要 证 明 它 的 独立 性 的 
推理 规则 之 外 的 其 他 推理 规则 都 像 上 面 所 说 的 那样 ， 但 是 逻辑 演 
算 中 原 有 的 某 一 推理 关系 却 没有 这 个 性 质 ， 那 么 也 就 证 明了 这 条 
推理 规则 的 独立 性 。 

下 面 我 们 选择 F" 作为 例子 ,来 证 明 它 的 推理 规则 的 独立 性 。 

定理 48.1 II 的 各 推理 规则 都 是 独立 的 . 

我 们 依次 证 明 Е" 中 各 推理 规则 的 独立 性 . 

EC e ) 的 独立 性 Fi: 中 除 (€ ) 外 的 所 有 推理 规则 都 具有 或 
者 保持 以 下 性 质 , 即 其 中 的 形式 前 提 不 超过 两 个 公式 .例如 (一 -) 
Жи (VL) 中 的 形式 前 提 都 是 两 个 公式 ;(E!') 中 的 形式 前 提 不 超过 一 
个 公式 ; ХЕС), й Г, ПА L– BAT, mA F— “1810 
的 形式 前 提 T, 一 A 不 超过 两 个 公式 , 则 由 它们 得 到 的 T — A 中 
的 形式 前 提 T 当 然 也 不 超过 两 个 公式 . 但 是 由 (& ) 生 成 的 推理 关 
系 


A,B,C — A 
中 的 形式 前 提 却 有 三 个 公式 ,因此 没有 上 述 性 质 ,这 就 证 明了 (#e ) 
的 独立 性 ， 

证 (z) 的 独立 性 ”我 们 要 把 命题 函数 F, G 等 以 及 I 的 两 个 
函数 值 (t 和 站 改 为 三 个 值 , 记 作 "07," 1" ЯД “27”. 这样， F, G 和 
工 等 都 不 再 是 原来 意义 下 的 《二 值 ) 命题 函数 ,而 成 为 有 更 多 值 的 
ЮЖ. 

此 外 ,我 们 把 拟 远 辑 词 ~ ,一 ,，《x)s 改 为 按照 下 面 的 《1) 来 确 
定 它们 的 值 (其 中 的 5 是 任何 不 空 的 个 体 域 ): 
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一 |0 1 21~” 


0 0 0 2 2 
(1) 1|0 0 0 | 2 

2 0 0 0 0 

0 WRAN aeS, 4(თ1<2 
GG = ს жщ 

对 于 I 和 5 中 元 თა 8, 我 们 令 
0 moamp 
2 否则 
又 对 于 任何 (包括 1), 如 果 o, …， თ, 中 有 4 出 现 , 令 
(3) Flass a) == 2 
上 面 这 个 规定 可 以 说 是 使 得 这 里 的 0 和 1 相当 于 t,， 2 相当 于 
除 以 上 所 说 的 改变 外 ,我 们 对 赋值 仍 保持 540 中 的 规定 .于 是 ,可 
DUE, Е" 中 除 CC) 外 的 所 有 推理 规则 都 具有 或 者 保持 下 述 性 
质 : 任何 按 以 上 的 规定 而 构造 出 的 s 中 的 赋值 p， 以 及 这 些 推理 
规则 中 的 形式 前 担 T 和 形式 结论 А, 都 满足 
(4) T) = 0=> 9(A) < 2 
其 中 თ(L) = 0 的 意思 是 : 任何 AET, 都 有 Ф(А) ~ 0, STE 
空 序列 时 ,p(T) 一 0 恒 成 立 , 故 这 时 《4) 就 是 P(A) < 2, Pliü 
对 于 (一 -): 


თა Ka, в) – | 


A—>B, A || B 
ШЖ Ф(А — B) — 0, Ф(А) — 0, X Ф(В) — 2, A H (1) 就 


1) 这 由 下 面 两 个 表 组 成 ; 


ს 1 2 ~ 
о1о 0 2 0|2 
110 0 0 1|2 
2|0 0 Q 2|9 
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有 
Ф(А — B) = თ(#)–-თC8) — 0—2 = 2 
这 与 wp(A — B) — 0 矛盾. 故 თ(8) < 1, 因此 (一 -) 是 满足 (4) 
的 ,又 如 对 于 《YJ): 
VxA(x), Et a |— А(а) 
即 
VxA(x), Yxa, x) F— А(а) 
4 თ(#.) — 4 并 设 e( VxAGO) = leys Al) = 0 fi ФСА(4)) = 
А(Ф(а)) 一 2, 那么 由 (1), 可 得 p(o)gS， 因 此 , EH a € S, 可 
以 得 到 下 面 的 
Kola), თ) = 2 
~Ilpla), a) = 0 
由 此 可 得 
(z); ~ Ilola), х) = 0 
一 (xs 一 Ilola), х) = 2 
这 就 是 oC Уха, х)) = 2, Huk (VL) 是 满足 (4) 的 ， 又 如 
HF (Y+): 
rH AG) (Va 不 在 工 中 出 现 ) 
Г | vxAG) 
4 Ф(А) = 4, 3EUE L F— VxA(x) 不 满足 (4), 即 有 5 中 的 赋值 
9 使 得 თ(L) — 0 而 pCYxACx)) 一 《x)s4(x) 一 2、 则 由 (1) 有 
S 中 的 元 e 使 得 4Cთ) 一 2, #5 s 中 的 赋值 p, 使 得 თ(2) 一 თ, 
Ф a 以 外 的 指 词 所 赋 的 值 都 与 8 所 赋 的 值 相同 ， 这 样 就 有 
ФСГ) 一 p(T) = 0, Ф(А) 一 Ф(А) 一 4， 由 此 可 以 得 到 
ф(А(а)) = 4(4(а)) = Ala) —2 
ВЕ Г |— А(а) 也 不 满足 C4). 所 以 CY4) 是 保持 上 述 性 质 的 . 
又 如 对 于 《E') d (ED 
Е(а 7:5 44) — Eta 《a 是 任 一 aii m 1,570 n) 
的 子 项 ) 


也 就 是 


F(a, +: ap) Б “ IVX ll(a, x) 
如 果 $ 中 的 赋值 9 使 得 Ф(Е(а» es а„)) = 0, III 88 (3) 可 知 
Ф(а:) # uG = 1，… n), 因此 pCa) i, BIE ф(а)є 5, 于 是 ， 
由 (2), 就 有 ae 5, 使 得 ola), а) # 2, 由 此 可 依次 得 到 
“=ICთC4), თ) = 2 
Gs ~ I(Cთ(4); z) =2 
c (s ~ I(g(a), x) = 0 
g( Vx (a, х)) = 0 
# (Е, ) 满足 (4)， 除 (т) 之 外 的 推理 规则 都 有 上 人 述 性 质 ,不 再 一 
一 验证 ， 现 在 考虑 LV 中 的 推理 关系 
А-В, ВЭС — A—C 
构造 赋值 ,使 得 p(A) = 0, Ф(В) = 1, Ф(С) = 2, H (1) 可 得 
9(A — B) = 0, Ф(В > С) = 0, HE Ф(А = С) = 2; 因此 (4) 
ЖКХ. 这 就 证 明了 (т) 的 独立 性 ， 
АЕС) ИТФ Е, С, I 等 取 0, 1 两 个 值 , 但 规 
定 ~~ 按 下 面 的 (5) 取 值 : 


(5) gu 


并 把 原来 $ 40 EXT წ, (5 ELHA t 和 ff 分 别 改 为 0 和 1, Й 
如 , 当 ој» t." თ 中 有 4 出 现时 , 令 Fastet a) = 1. XT I 
ROR { RIE, Ф თ(L) 是 不 空 的 个 体 域 5 中 的 全 函数 。 此外， 
都 保持 $40 的 赋值 定义 中 的 规定 ， 可 以 验证 , Fu rni C I) 外 的 
推理 规则 都 具有 或 者 保持 下 面 的 性 质 : 任何 按照 上 述 规 定 构造 的 
赋值 9, 以 及 这 些 推理 规则 中 的 形式 前 提 工 和 形式 结论 A, 都 使 
得 

(6) Ф(Г) = 0 => 9(A) 一 0 

成 立 ， 例 如 ,对 于 (一 -) 和 (>+)，(6) 是 必定 成 立 的 ,因为 上 述 关 
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TASSI SUE I 33689 645 P X do oem xis 0) 802 TE T Ж 
变 ,而 (下 -) 和 (一 ;) 都 是 并 不 涉及 否定 词 的 ， 又 如 对 于 (vi): 
VxA(x), Et а — A(a) 


Bp 
VxA(x), Vx 1IC2, x) | 一 А(а) 
3838 (5), 可 以 得 到 w(E! а) 即 Ф( Ух 12, х)) = 0, 因 此 要 证 
明 (6) 就 成 为 证 明 
9(YxA(xz)) = 0 => Ф(А(а)) = 0 
这 是 显然 成 立 的 ， 因 为 根据 规定 ，?(f) 都 是 全 函数 ， 又 如 对 于 
a4): 
Et а |— Ka, a) 
由 于 თCIC4, а)) = 0,# (6) 是 成 立 的 。 又 如 对 于 CE ) ЖП (CC): 
= Ela 
F(ao +t а) F— Ela 
(6) 也 是 成 立 的 ,因为 p(E! а) 和 9(E! 2) 的 值 都 必定 是 0， 今 关 
IE III 中 的 推理 关系 
ana — A 
构造 赋值 9, 使 得 eA) = 1, LI (5), oA) — 0, # (6) 对 
它 不 成 立 , 这 就 证 明了 (一 ) 的 独立 性 ， 
证 (一 -) 的 独立 性 ”我 们 又 令 Е, С, 了 等 取 0,1，2 三 个 值 
但 规定 ~ 和 一 按照 下 面 的 


(7) 0 0 0 2 1 


210 о 0|0 
取 值 ， 并 把 原来 $ 40 关于 赋值 的 规定 中 的 + 和 f 分 别 改 为 0 和 1, 
此 外 都 保持 s 40 中 关于 赋值 的 规定 。 TAME, F 中 除 (>) 
外 的 所 有 推理 规则 都 具有 或 者 保持 以 下 性 质 : 任何 按 以 上 规定 构 
造 的 赋值 p, 以 及 这 些 推理 规则 中 的 形式 前 提 工 和 形式 结论 A, 都 
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使 得 (6) 成立. 例如 对 于 (一 ): 
r,—A [一 B, В 


LC А 
如 果 ( 一 ) 没 有 上 述 性质 , 就 有 
(8) Ф(Г, ПА) = 0— p(B) = p(B) = С 


并 有 Ф(Г) = 0d Ф(А) 0, Е (7), Ф( А) 一 0. 于 是 由 (8) 
有 Ф(В) = pB) 一 0, 这 与 (7) 矛 盾 , 故 (站 ) 有 上 述 性 质 . 又 如 
Р (У): 


VxA(x), Et а |— А(а) 


VxA(x), Ухта, х) F— А(а) 

j S 中 赋值 使 得 mp(A) = 41318 Ф(МхА(х)) = GOs4 6 =0, 
Ф(А(а)) = 4(е(а)) = 0, WA ф(а) #5, FE: eC Vx (a, 
x)) 一 ~《x)s ~ Iola), х) = 1. # CO ЖТ (VI) mar. 2 
E). WARE p, 使 得 w(A) — 0, Ф(В) 一 1. Hi (7) 可 得 
Ф(А — B) = 0, (6) XP. (A2) 是 不 成 立 的 ,这 证 明了 (一 -) 的 
mud. 

证 (一 4) 的 独立 性 AF, С, 1 等 取 0 和 1 两 个 值 ,规定 一 按 
MTER (9) BE: 


M 


(9) 0/1 1 
110 0 


并 仍 把 s4o 的 赋值 定义 中 的 《和 f 分别 改 为 0 和 1， 可 以 验证 ,了 
中 除 (一 +) 外 的 推理 规则 都 具有 或 者 保持 以 下 的 性 质 : 任何 按 上 
述 规定 而 构造 的 赋值 p， 以 及 这 些 推理 规则 中 的 形式 前 提 工 和 形 
式 结论 A. 都 有 (6) 成 立 ， 对 于 FY 中 原 有 的 推理 关系 
A | 一 B>A 

构造 赋值 p, 使 得 p(A) 一 Ф(В)=0, 根据 (9), 有 p(B 一 4)=1, 
因此 (6) 对 于 这 个 推理 关系 是 不 成 立 的 ,这 就 证 明了 (~>+) 的 独立 
t. 


* 356 ° 


证 (Y-) 的 独立 性 ” 任 给 形式 前 提 工 和 形式 结论 A, 把 其 中 所 
有 作为 全 称 量词 的 辖 域 的 原子 公式 B 都 换 为 B — B 而 得 到 T” 和 
A'。 可 以 验证 ,Fa' 中 除 (YL) 外 的 推理 规则 都 具有 或 者 保持 以 下 
的 性 质 (10): 
(10) 把 其 中 的 T, A #2 IL”, A 后 ,推理 关系 仍 在 FP 中 成 立 ， 
例如 ,有 关 命 题 逻辑 的 推理 规则 显然 都 是 具有 或 保持 上 述 性 质 的 . 
KHF (Y+): 
г | A(a) 

Г — vxA(x) 
ЖН а ЖЕГЕН. 如果 A(a) 是 原子 公式 , 因而 AGO 也 是 
原子 公式 , ВАГ | VxA(x) 在 经 过 替换 之 后 成 为 上 Vx 
[А(х) 一 A(z)] ,这 在 XII 中 是 成 立 的 ,因为 Vx[A(x) 一 4600) 是 
重 言 式 ， 如 果 A(?) 不 是 原子 公式 ,因而 AGO 也 不 是 原子 公式 ,我 
们 把 由 A(a) 和 А(х) 经 过 上 述 蔡 换 而 得 到 的 结果 分 别 记 为 A'(a) 
和 A《x)， 由 于 A《x) 一 SHA’ (a)l ,所 以 (YxA(x)》 一 VxA'(x) = 
Vx8:A'(4)| , 并 且 A'(a) 中 的 a AZE L” 中 出 现 。 因 此 

Г' i= A'la) 1 

I' [— VxA'(x) 
在 წი 中 是 成 立 的 , 即 (Y+) 是 保持 上 面 所 说 的 性 质 (10) 的 ， 又 
如 对 于 (L): 


A(a), а, b) | AC) 
由 于 I(a,5) 不 是 全 称 量词 的 辖 域 , 故 经 过 替换 而 得 到 的 (1Ca,5)》 
仍然 是 人 a，5)， 因 此 在 替换 后 (I_) 成 为 

A'(a), Ka, b) L– AG) 
这 当然 是 成 立 的 , 故 (I-) 有 上 面 所 说 的 性 质 (10). 又 如 对 于 (Е) 
中 的 两 条 规则 : 

| пухта, x) 
ს F(a, 77. 2,) — Vx, x) 

其 中 没有 原子 公式 是 全 称 量词 的 辖 域 ， 故 其 中 的 形式 前 提 和 形式 
结论 经 过 替换 之 后 都 不 改变 ,所 以 《(E') 是 有 上 面 所 说 的 性 质 (10) 
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MI. IB, К! 中 的 推理 关系 
VxF(x) |— F(a) 

它 经 过 替换 后 成 为 Vx[F(x) 一 F(x)] F— Fla), 这 在 F” 中 是 不 
成 立 的 , 改 上 述 推理 关系 没有 性 质 (10), ABER T (У) 的 独立 
性 . 
证 《V+) 的 独立 性 ” 设 由 工 和 A 把 其 中 所 有 作为 全 称 量词 辖 
域 的 原子 公式 B 都 换 为 (В B) 而 得 到 了 和 AO 可 以 验证 ， 
I 中 除 CV.) 外 的 推理 规则 都 具有 或 者 保持 性 质 (10)。， 例如 
(v2): 


VxA(x), yxa, x) | 一 AC 
如 果 A(x) 是 原子 公式 ,因而 ACa) 也 是 原子 公式 ,那么 由 于 ICa,x) 
和 ACa) 都 是 不 被 替换 的 , 故 (VI) 经 替换 后 成 为 
Vx" 1[A(x) — А(х)1, Yx ICa, х) — А(а) 
这 在 II 中 是 成 立 的 , 因为 Vx 一 [A(x) 一 A(x)] 是 不 协调 的 .如 
Ж AQO 不 是 原子 公式 ,因而 А(а) 也 不 是 原子 公式 ,那么 (Y-) 经 
过 替换 后 成 为 
VxA'(x), Уха, x) HF— A'(a) 
这 在 Fm 中 也 是 成 立 的 , 因为 A'(a) = Si:A《x)|。 因 此 , (У) 有 
ШЖ (10), 考虑 Fm 中 的 推理 关系 
| Ухх, x) 
它 经 过 上 述 替 换 后 成 为 
| VXI IIICX, x) (x, x)] 
这 在 FI! 中 是 不 成 立 的 , 故 上 述 推理 关系 没有 性 质 (107, 这 就 证 明 
T (v+) 的 独立 性 ， 
证 (I-) 的 独立 性 ” 设 由 超过 一 个 公式 的 形式 前 提 工 把 其 中 

所 有 不 在 一 Yx 的 辖 域 ? 中 的 有 Ka, b) 形式 的 子 公式 都 换 为 
Ка, Ф) -* I(a, Б) 而 得 到 了 ， 由 形式 结论 A 作 上 述 替换 得 到 A 
当 工 不 超过 一 个 公式 时 ， 令 工 =r, TURI, FU hp (L) 外 

1) 了 Vx АНЕ 了 Wx 右 方 的 的 办 坊 ， 它 实际 上 可 以 理解 为 就 是 

3x 的 辖 域 , 
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«uv 


的 推理 规则 都 具有 或 者 保持 性 质 (10). 例如 (V-), 其 中 形式 前 提 
ИШ Et 2 წ) xa, x) 经 过 上 述 蔡 换 并 不 改变 , 故 (YL-) 28 
换 后 成 为 

VxA'(x), “ IVX (a, x) — Аа) 


` 这 在 F 中 是 成 立 的 。 又 如 QV) 经 蔡 换 后 成 为 


TYx (Ca, x) — I(a,a)— Ка, a) 
这 在 Fe 中 也 是 成 立 的 . 又 如 (E; )， 其 中 的 形式 前 提 只 有 一 个 公 
式 , 形 式 结论 中 的 Key x) 又 在 一 Yx 的 辖 域 中 , 故 (E; ) He 
换 并 无 改变 ,所 以 在 Fin 中 仍然 成 立 . 但 FU 中 原 有 的 推理 关系 
F(a), а,Ь) — ЕФ) 
经 过 上 述 替 换 后 成 为 
F(a), (a,b) —I(a, b) | 一 FCb) 
这 在 Fe' 中 是 不 成 立 的 ， 故 上 述 推理 关系 没有 性 质 (10)， 这 就 证 
明了 (1-) 的 独立 性 ， 
证 Qj) 的 独立 性 ” 设 由 『 和 A 把 其 中 所 有 不 在 下 Yx 的 
辖 域 中 的 原子 公式 B 都 换 为 (B 一 B) MART MA, 可 以 验 
证 ，F з (uL) 外 的 推理 规则 都 具有 或 保持 性 质 《10)， 例如 
《I-), 它 经 上 述 替换 后 成 为 
Аа), (a, 6)” L– АСБ) 
这 在 F?' 中 是 成 立 的 ,因为 Ke 6) BU "Y EICa 2) ~ а, 02] 是 不 
协调 的 . (B (1) 经 上 述 替换 后 成 为 
Era > “1II(4, a) —> а, 2)] 

这 在 Fe: 中 不 成 立 , O0 没有 性 质 《10), 这 就 证 明了 它 的 独立 
性 . 

JE (EL) 的 独立 性 ” 设 由 工 和 A 把 其 中 所 有 的 原子 公式 B 痢 
换 为 一 (B -> В) 而 得 到 区 70 А, 可 以 验证 ,Fe Hg CC) ) 外 的 
推理 规则 都 具有 或 者 保持 性 质 (10). 例如 《也 ) 经 上 述 替换 后 成 
为 

—VxA[I(a, x) э Ка, x)] F— Ya, а)->1(а, а)] 
这 在 FY 中 是 成 立 的 ,因为 其 中 的 形式 前 提 是 不 协调 的 ,但 是 (E: ) 
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在 经 过 上 述 替 换 后 成 为 
F— ovx I III(2, x) — Ka, x)] 
这 在 FU 中 是 不 成 立 的 , 故 (E: ) 没有 性 质 (10), 这 就 证 明了 它 的 
独立 性 ， 
证 CC) 的 独立 性 ”和 任 选 不 空 的 个 体 域 s 和 了 ,5S 是 工 的 真子 
Ж. 令 ugT， 令 Pp 是 F9' 中 的 满足 下 面 (11) 一 (14) 的 赋值 函数 : 
(11) q(a) € 5. 
f12) e(t") 一 人, 使得, 当 oo …， a, € S BJ Ко, ‚а; а,)є T; 
Ща tts G, ЄТЕ f(os so E TU {u}; Цо а, 
FUR ს II Cas ` a) = u, 
43) Ф(Е") 一 F", (D = 1, F^ Rar 8l T U (u) 中 的 = 元 
和 二 元 命题 函数 , 详细 的 规定 与 $ 40 中 的 相同 ， 
(14) e(VxAQO) 一 (xz)s4(x)， 其 中 的 4 一 CA) 
除 (11) 一 (14) 外 ,关于 赋值 的 其 他 规定 都 与 $40 中 的 相同 .可 以 
验证 ,F" 中 除 (E; ) 外 的 推理 规则 都 具有 或 者 保持 下 面 的 人 性质 , 即 
任何 按照 上 述 规 定 构造 的 赋值 P 以 及 这 些 推理 规则 中 的 形式 前 提 
Г 和 形式 结论 А, 都 使 得 


(15) pT) = t = თ(#) —t 
成 立 , (BE FU 中 的 推理 关系 

(16). Е(Ка)) L– Е!Ка) 
Bn 


F(f(a)) F— уха), x) 
却 不 是 这 样 .我 们 按 以 上 规定 构造 赋值 „(9:73 თ(გ) є 5; p(f)=1， 
使 得 ICთC2)) є T, 但 }(Ф(а))#5; Ф(Е) = Р, 使 得 任何 თC T, 
F(a) 一 t 这 样 就 有 ФСЕ(Ка))) = t. 但 由 于 
Ф(Ка)) = Kpa) é S, 

MC gC Vx IICIC2),X)) 一 中 因此 对 于 (16) 这 个 推理 关系 ,(15) 并 
不 成 立 , 这 就 证 明了 (E;) 的 独立 性 。|]| 

关于 独立 性 问题 , 我 们 还 要 说 明 下 面 的 事实 : HEATHA 
推理 规则 模式 的 独立 性 时 ， 只 是 说 这 个 模式 是 独立 于 其 他 的 推理 


* 360 * 


规则 模式 的 ， 并 不 是 说 属于 这 个 模式 的 一 切 单独 的 推理 规则 都 是 
独立 的 。 例如 我 们 在 定理 48.1 中 证 明了 (VL) 的 独立 性 , 但 是 属 
于 模式 (Y:) 的 
Vx[F(x) —F(x)], Е! a — Е(а) > Е(а) 

是 可 以 由 《6 ) 和 (一 +) 证 明 的 ， 因 为 它 只 是 一 个 单独 的 推理 规 
则 . 

重 言 式 逻辑 演算 中 形式 公理 和 推理 规则 的 独立 性 ， 意 义 与 定 
义 48.1 中 所 说 的 相同 。 各 个 已 经 构造 的 重 言 式 系统 (包括 命题 逻 
辑 和 谓词 逻辑 , 古典 的 和 非 古 典 的 , 见 第 三 章 ) 中 的 公理 和 推理 规 
则 都 具有 独立 性 .下 面 我 们 选择 [P] 作为 例子 加 以 证 明 . 

定理 48.2 [P] 中 各 形式 公理 和 推理 规则 都 是 独立 的 ， 

证 [Р] 有 六 个 形式 公理 和 一 条 形式 推理 规则 (都 是 模式 ): 

(э) A> (B>A). 

(=>) A—(A--B)*— «А > В 

(29 А Ве — «(В > С) ә (А ә С) 

(М) А-В» ә «В > ПА 

(Н) пА (А >В) 

(С) (А ПА) > В» — (А > В) > В 

[2] 由 A 一 B 和 A 推出 B 
下 面 在 证 明 某 一 形式 公理 的 独立 性 时 ,我 们 以 0, 1, 2 等 作为 所 取 
的 值 ， 并 给 拟 逻 辑 词 ~ 和 一 规定 一 种 特殊 的 取 值 方法 ,使 得 ,按照 
这 种 取 值 方法 ,任何 赋值 都 给 其 他 的 公理 赋 以 0 值 ,并 且 对 于 经 过 
[一 ] 推 出 的 合式 公式 保持 赋 以 0 值 ， 可 是 对 于 要 证 明 它 的 独立 性 
的 公理 却 可 以 不 赋 以 0 48. 

关于 (一 ,我们 给 ~ 和 一 规定 以 下 的 取 值 表 

一 |0 1 2] ~ 


010 2 2]|2 
0 2 212 
210 0 9 0 


* 36l» 


ELSE RRDA, 任何 赋值 都 使 得 除 (эл) 外 的 公理 都 取 0 
值 ,使 得 推理 规则 [>] 保持 取 0 值 ( 留 给 读者 验证 )， 但 是 ,如 果 令 
P(A)= 1, Ф(В) = 0, ВА თ(C–>,2) = 2, XM EHT (~) 的 
独立 性 ， 

XT Go uad: 


210 0 òfo 


可 以 验证 ,按照 这 个 表 , 任何 赋值 都 使 得 除 (э) 外 的 公理 都 取 0 
值 , 使 得 [一 ] 保 持 取 0 值 . 但 是 ,如 果 令 wp(A) 一 1, p(B) = 2, 
有 e(( 2) 一 1, 这 就 证 明了 (一 ;) 的 独立 性 。 

关于 (>), 我 们 构造 下 面 的 取 值 表 : 


| 


j 12 3 4)“ 
010 1 2 3 1 4 
1|0 0 3 3 42 | ? 
210 0 0 0 0 | 0 
3 @ 1 2 9.-1 4 
410 00 0 ojọ 


当 令 Ф(А) = 3, თ(8) = 4, Ф(С) = 2 时 ， 按 照 这 个 表 得 到 
e) = 3。 至 于 可 以 验证 ,按照 这 个 表 , 任 何 赋值 都 使 得 其 余 
的 公理 都 取 0 值 ,并 且 使 得 [一 ] 保 持 取 0 ë, НЕКЕ Ен 
VULT. KEERT (o) 的 独立 性 ， 

关于 《M), 构 造 下 面 的 取 值 表 : 
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4 p(A) = 1, Ф(В) = 0, 按 这 个 表 可 得 到 Ф((М)) = 1, 这 就 证 
Bir (M) 的 独立 性 . 
T (H), 构 造 取 值 表 : 


4 Ф(А) = 0, p(B) = 1, 按 这 表 得 到 p《《11)) = 1, 这 就 证 明了 
(н) 的 独立 性 。 
关于 《C), 构 造 取 值 表 : 


= 


PEE BR 
0. 0 2,2 
2|0 0 оо 


4 p(A) = Ф(В) 一 1, 按 此 表 可 得 თ((C)) 一 1, 这 就 证 明了 (C) 
的 独立 性 . 

最 后 ,关于 形式 推理 规则 [一 ], 它 的 独立 性 是 显然 的 ; 因为 若 
没有 它 ， 那 么 形式 定理 只 能 有 与 形式 公理 相同 的 形式 ， 例 如 $ 30 
的 定理 30.1 中 的 形式 定理 就 都 是 推 不 出 的 了 . (| 


习 题 
45.1 验证 定理 48.1 的 证 明 中 所 要 验证 的 各 点 ,从 而 补 全 这 个 证 明 。 
48.2 ШИР, (WV $ 11) 中 各 推理 规则 的 独立 性 . 
48.3 证 明 P,( 见 $11 习题 ) 中 各 推理 规则 的 独立 性 。 
48.4 ERP: CR, $ 11 习题 ) 中 各 推理 规则 的 独立 性 ， 
48.5 证 明 Pa 和 Pu( 见 $11) 中 各 推理 规则 的 独立 性 。 
48.6 证 明 F* 中 各 推理 规则 的 独立 性 , 
48.7 证 明 [P], CV $ 30) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独立 性 。 
48.8 证 明 [P] (R 530) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独立 性 ， 
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48.9 证 明 [P], (VI $ 30) 中 各 公理 和 排 理 规 则 的 独立 性 。 


48. 
48. 
48. 


УЙЕ, 


48. 
48. 
48. 
48. 


10 
11 
12 


证 明 [P] C, $ 30) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独立 性 。 
证 明 [P], CR, $ 30 习题 ) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独立 性 ， 
证 明 [РУ], [PY]; IL"), (W, $31) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独 


证 明 [Pt], [Pi], (ü $ 31) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独立 性 。 
证 明 ГЕ") CA $ 32) 中 各 公理 和 推理 规则 的 独立 性 。 

证 明 在 P 中 不 用 (6 ) 就 不 能 证 A | 一 А, 

证 明 在 中 不 用 (z) 就 不 能 证 wF(x)，F(a) — EC), 
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юли ”形式 数学 系统 


我 们 通过 逻辑 演算 中 的 形式 推理 研究 非 形式 的 演绎 推理 ;并 
且 , 我 们 可 以 在 逻辑 演算 中 陈述 数学 理论 (或 其 他 的 演绎 理论 ). 

我 们 在 本 章 中 将 毅 明 怎样 在 逻辑 演算 中 陈述 数学 理论 ， 并 且 
具体 地 构造 初等 代数 , 自然 数理 论 , 集 论 , 以 及 实数 理论 的 形式 系 
统 , 陈 述 哥 德尔 关于 自然 数理 论 形式 系统 的 不 完备 性 定理 (§ 50 一 
§ 56); 此 外 还 将 阐明 在 形式 系统 中 引进 形式 符号 定义 的 问题 ， 


$50 形式 数学 系统 


在 本 节 中 要 说 明 怎样 在 逻辑 演算 中 陈述 数学 理论 ， 构 造形 式 

首先 ， 我 们 用 逻辑 演算 中 的 形式 符号 表示 数学 理论 中 的 原始 
概念 ， 数 学 理论 中 的 概念 是 关于 论 域 中 的 个 体 ( 即 理论 所 讨论 的 
对 象 ) 的 概念 , 关于 在 论 域 中 定义 的 函数 的 概念 ,以 及 关于 论 域 中 
个 体 之 间 的 关系 的 概念 取 若 于 个 体 词 ,函数 词 和 谓词 
1) ау," заду f ttr Ej Fa Fs 
以 表示 原始 概念 。1) 中 的 形式 符号 称 为 原始 指 词 , 其 中 的 a，……， 
მჯ 是 原始 个 体 词 (表示 原始 的 个 体 概 念 )， һә, ნ, 是 原始 函数 词 
《表示 原始 的 函数 概念 ), Fotto Fa 是 原始 谓词 (表示 原始 的 关系 
概念 )， 其 次 ,我 们 用 逻辑 演算 中 的 合式 公式 表示 数学 理论 中 的 公 
E. 表示 公理 的 合式 公式 称 为 形式 公理 ,这 样 就 在 逻辑 演算 中 构 
造 了 形式 数学 系统 . 

W 乡 是 一 个 形式 数学 系统 .我 们 把 它 的 形式 公理 系统 ( 即 形 
式 公 理 的 有 穷 的 或 无 穷 的 集合 ) 就 记 作 SZ. 于 是 , 凡 满足 
2) S^ | А 
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的 合式 公式 A 是 S^ 中 的 形式 定理 . 在 证 明 9^ 中 的 形式 定理 时 ， 
不 允许 针对 原始 指 词 ( 即 出 现在 Z 中 的 指 词 ) 应 用 代入 定理 ,因为 
经 这 样 的 代入 而 得 到 的 ,就 不 是 2), 而 是 

9, = А, 

S, 与 97 是 不 同 的 。 因 此 A, 就 不 是 S7 中 的 形式 定理 了 。 

在 S^ 中 可 以 由 原始 指 词 定义 出 新 的 指 词 , 即 新 的 个 体 词 , 函 
数 词 和 谓词 . 

原始 个 体 词 是 个 体 常 元 ,原始 萎 数 词 是 函数 常 元 ,原始 谓词 是 
谓语 常 元 ， 因 为 它们 都 是 表示 特定 的 对 象 即 数学 理论 中 的 原始 概 
念 的 ,对 它们 都 是 有 特定 的 具体 解释 的 ( 见 绪论 $ 02 中 的 说 明 ). 原 
始 指 词 和 等 词 之 外 的 个 体 词 ,函数 词 ,谓词 都 是 变 元 (例如 在 第 一 、 
二 ,三 \ 四 各 章 中 ). 

在 第 一 章 里 我 们 已 经 看 到 、 当 对 于 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 中 的 
形式 定理 作出 形式 证 明 时 ， 我 们 并 不 是 机 械 地 尝试 一 切 可 能 的 证 
明 , 而 是 根据 形式 定理 的 逻辑 涵义 得 到 证 明 的 想法 ,然后 翻译 成 为 
逻辑 演算 中 的 形式 证 明 . 

在 形式 数学 系统 中 作出 形式 定理 的 形式 证 明 , 情 况 也 是 这 样 ， 
也 是 把 非 形 式 的 定理 证 明 翻 译 到 形式 系统 中 来 ， 就 是 用 谓词 逻辑 
中 的 合式 公式 和 形式 推理 来 写 出 原来 的 非 形式 的 证 明 . 作出 数学 
定理 的 这 种 形式 证 明 ， 想 法 实际 上 是 来 自 对 于 数学 理论 的 直观 理 
解 ,而 不 是 来 自 形式 推理 ， 如 果 通 过 直观 找 出 了 证 明 , 那 么 把 它 番 
译 成 为 形式 证 明 自 然 是 没有 什么 困难 的 ， 一 般 也 就 不 必 去 增添 这 
种 麻烦 了 . 我 们 在 后 面 几 节 中 要 构造 初等 代数 ,自然 数 , 集 和 实数 
的 形式 数学 系统 ,只 是 用 来 说 明 怎 样 在 一 阶 有 逻辑 中 陈述 数学 理论 ， 
并 不 要 求 读者 去 证 明 这 些 系统 中 的 形式 定理 . 

构造 形式 数学 系统 的 目的 不 是 在 于 进行 形式 推理 ， 而 是 在 于 
把 形式 系统 本 身 作为 对 象 加 以 研究 , 例如 在 $ 53 中 将 要 陈述 的 哥 
德尔 不 完备 性 定理 就 是 通过 这 种 研究 而 获得 的 . 

在 数理 逻辑 中 要 构造 形式 系统 ,进行 形式 推理 ;但 是 形式 推理 
并 不 是 主要 的 ,主要 之 点 在 于 弄 清楚 什么 是 形式 化 ,从 而 能 够 对 形 
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式 系统 本 身 进 行 数 学 的 研究 ， 


$51 初等 代数 


从 本 节 起 我 们 要 陆续 构造 初等 代数 ,自然 数 , 集 和 实数 的 形式 
系统 .构造 这 些 形式 系统 的 上 且 的 是 要 显示 出 可 以 在 一 阶 逻 辑 中 陈 
述 数学 理论 ,因此 我 们 打算 只 列 出 它们 的 形式 公理 系统 ;引进 若 十 
形式 定义 并 证 明 一 些 形式 定理 ,而 并 不 去 充分 地 发 展 这 些 理论 . 

本 节 中 要 构造 初等 代数 的 形式 系统 .初等 代数 是 指 代数 中 被 
称 为 "初等 "的 那 一 部 分 ， 

A ERER SRE S 的 子 集 上 有 定义 的 函数 fotto fr 这 
FÉ. SUMAS fu RAK нъ я + 1 XA. hers 
1) 就 构成 一 个 代数 .例如 ,自然 数 集 N 和 其 中 的 加 法 和 乘法 就 构 
成 代数 (N, +, ·), 

代数 理论 就 是 研究 《5, hs rro fa 这 种 代数 的 理论 ， 初 等 代 
数 是 代数 理论 中 的 这 样 的 特殊 部 分 ， 其 中 的 变 元 仅 限于 取 5 中 元 
为 值 , 而 不 包含 表示 像 s 的 子 集 和 S 中 的 刻 数 等 这 样 更 为 “高 等 ” 
的 对 象 的 变 元 。 

在 本 节 中 我 们 以 初等 群 论 为 例 ， 来 说 明 可 以 在 一 阶 逐 辑 中 构 
造形 式 数学 系统 以 陈述 初等 代数 ， 

群 是 一 不 空 的 集 ， 在 其 中 有 二 元 的 乘法 运算 和 一 元 的 求 逆 运 
X. 我 们 假定 在 论 域 中 除了 群 的 元 之 外 还 有 别 的 个 体 , 而 乘法 和 
求 逆 运 算 对 于 群 的 元 以 外 的 个 体 是 没有 定义 的 。 这样, REAR 
нА. HERTE F 中 构造 表达 群 论 的 形式 数学 系统 


多. 


多 有 以 下 四 个 原始 指 词 : 
С, Ё, в, e 
其 中 G 是 一 元 谓词 , f 是 二 元 函数 词 ，g 是 一 元 函数 词 , c 是 个 体 
词 (把 写作 a 当然 是 可 以 的 )。 我 们 可 以 简单 地 说 多 是 一 个 群 。 
我 们 令 
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Gy) f(x, y) 
Gc) а(х) 
在 不 至 于 引起 误会 时 , (xy) TAZA xy, G1) 可 简写 为 x, 

多 的 原始 指 词 有 下 面 的 涵义 ， G(x) 说 x 是 群 乡 中 的 元 ， 
f(x,y) E: 多 中 元 x 与 了 的 乘积 ,gx) 是 多 中 元 z XO eR 
中 的 么 元 .函数 词 和 8 分 别 表示 群 的 乘法 运算 和 求 逆 运 算 , 个 体 
词 。 表 示 群 的 单位 元 ， 因此 我 们 就 把 它 写作 с, 38 Кх, y) 和 g(x) 
分 别 写 作 xy 和 x:， 和 代数 中 的 写法 取得 一 致 ， 我 们 之 所 以 要 这 
样 写 ,是 为 了 使 得 写 出 的 公式 富 于 暗示 性 ， 从 而 便于 理解 ,便于 想 
像 和 考虑 问题 。 这 种 写法 在 形式 数学 系统 中 是 常用 的 ， 读 者 应 当 
把 这 种 公式 同 非 形式 的 数学 理论 中 的 公式 区 别 开 来 。 

XX 511 (vx)oACx)=aVx[G(x)— A(x)] 

(Эх)сА(х)=азх[С(х) A А(х)] 

(V3,* х, Jo A= Vxi)o* * (Yxa )oA 

(Exi · x, JaA ma Эх, )о* * (Эх, )оА 
C311X)04C(X)= «СУху)о[А(х) A ACy) — x1 
(Gitx)eAGO m (ах C Vy)alL Ay) x22y] 
()gAQx) = aex[ GO А AG] 

(Ух), 和 (Зх) 都 是 受 团 量 词 ， 前 者 是 受 园 ( 于 G 的 ) 全 称 量 
词 ， 后 者 是 爱 园 (于 G 的 ) 存在 量词 .〈Yx)e，(3x)o，(3l1z)e 和 
(1x)o 分 别 可 以 读 作 “ 凡 G 中 x”,“ 有 G 中 x”,“ 至 多 有 GG 中 一 个 x” 
和 “ 恰 有 G 中 一 个 x", (0o 88 (FGR) WRH, TARE 
“G 中 的 那个 x”, 

由 任何 一 元 谓词 都 可 以 构成 受 图 量词 和 受 园 摹 状 词 ， 

€ 的 形式 公理 系统 有 以 下 四 条 有 形式 公理 : 

G, (Vxy)oG(xy) 

G, (Vxyz)ol(xy)z=x(yz)] 

бз G(e)A(YVx)clex=x] 

G, (CVX)ა(C(X I) A x^Ixze] 

这 里 的 Go G;, бз, G, 都 是 合式 公式 而 不 是 亩 词 。 
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我 们 就 令 多 EG 的 形式 公理 系统 , 即 令 
多 = Gis Gz С G 
于 是 ,A 是 9? 中 的 形式 定理 就 是 说 
К L– А (或 简写 为 多 I— А) 


另外 ,为 了 书写 的 方便 ,对 于 命题 形式 A, Moss x, 是 所 有 在 A 


中 出 现 的 未 经 约束 的 约束 变 元 ,我 们 令 
€ L— A= | Ynte A 
€ L— A= L— (Vx: *-x,)cA 
这 种 规定 在 以 后 的 形式 数学 系统 中 也 都 适用 . 
定理 51.1 Z I-ი 
(1) xx 一 一 < 
[2] 《〈zx 2x 
[3] xc 一 x 
[4] (3z)o[xz=y] 
[5] (3z)elzxmyl 
[6] xy=xz > y=z 
[7] xz 一 yz > x=y 
[8] (311z)o[xz=y] 
[9] (ariz)lzx=y] 
[10] yx=x > y=e 


[11] yx=e— ymx* 


定理 51.1 的 内 容 可 以 解释 如 下 . [1] 是 说 群 中 元 的 左 逆 元 也 


是 右 逆 元 . [2] 是 说 群 中 元 的 逆 元 的 逆 元 就 是 这 个 元 


自己 ， [3] 


说 群 的 左 单位 元 也 是 右 单位 元 .[4] 和 [5] 说 , 群 中 任何 元 “和 4 
方程 cz 一 和 和 xe 一 和 有 解 . [8] 和 [9] 说 以 上 方程 的 解 是 唯一 
的 . [6] 和 [7] 是 左右 消去 律 . [10] 说 。 是 群 的 唯一 的 单位 元 。 
L111 说 em! 是 群 的 元 4 的 瞧 一 的 左 送 元 。 下 面 我 们 选 证 [1 ,[2]， 


[3] 和 161. 
证 [1] € | a 
(1) GQ) 


G, 
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(2) CC) (06, 


(3) G(xx-!) (1)6, 

(4) x-7xzme G, 

(5). (arhe (4) 定理 20.5 
(6) ex mx (06; 

(7) (XIX) 1=ჯ1 (5X6) 

(8) CC IC р) (7) 定理 20.5 
(9) (7) xime 26, 

(10) (9) [G73)x] e (809) 

(11) (X-XI Exxx) (0G; 


(12) (LC) [Gox)xt]m Gym [x7 (x)] 《11) 定 理 20.5 
(13) GC» IX XXX I)1)ლ–I(X-I)-IX-I1I(XX-) (02202026, 


(4). [GA Game Ga) (9) 定理 205 

(15) eG) mc (3)G; 

(16) xx—=e (15)(14X(13) 
(12)(10) 


上 面 的 证 明 是 详细 写 出 的 .由 于 可 以 根据 G: 把 (cp)c 和 <(bc) 
都 写成 abe, MC [1] 的 证 明 可 以 简写 如 下 : 


g k e 
(1) x^xxcmex [е7 
zx G: 
(2) (xax E (a) (1) 定理 20.5 
(3) ехх ше (2)G4 
(4) xxm (306; 


在 这 个 简写 的 证 明 中 , 各 个 步骤 及 其 根据 都 是 清楚 的 。 形式 
前 提 ( 即 97 的 形式 公理 ) 不 需要 逐一 写 出 , 故 写 在 一 起 用 多 表示 . 
《1) 一 (4) 中 的 形式 结论 的 左 端 都 与 多 对齐 ,这 仍 表示 它们 都 能 由 
€ 推出 。 后面 的 形式 证 明 都 将 采用 这 种 简明 的 写法 , 读者 于 必要 
时 可 以 根据 这 种 简写 的 证 明 写 出 详细 的 形式 证 明 ， 

XU) 多 全 6。 
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(1) 


(2) 


(3) 


V (31 


证 [6] 
(1) 
(2) 
G) 
(4) 
(5) 


Ges (x) ax 


=x 


G у(х) (XI) [ 1] 


zx 


G7) c) 
= (x)(x) 
=r 

9L. 

xegxx^x 

=ex 
=x 

G La 

xy=xz 

x lxyzzx"'xz 

ey=cz 

y=z 


XV=X2 > ушт 


[1] 


a) 

(206, 
(2G; 
(6l 


我 们 可 以 构造 另 一 个 形式 系统 多 来 陈述 初等 群 论 。 多 。 以 
€ 中 的 G 和 上 作为 它 的 原始 指 词 , fO y) 仍 写作 ху. 多 。 有 以 下 
五 条 形式 公理 : 

С, (Vxy)eG(xy) 

G, (Vxyz)el (xy)z=x(yz)] 

С; 3xG(x) 

G, (CVXV)ი(317)6LX2=V») 

G, (Vxy).(3iz)s[zx=y] 
我 们 令 Fa = Gis G>, Gs, Ge б, G; 和 G; 是 多 的 形式 公理 ， бу, 
Ge 和 G, 都 是 多 的 形式 定理 ,因此 有 多 ~ Фә; 反 过 来 ,可 以 在 
多 o 中 定义 8 和 <e, 从 而 证 明 多 中 的 形式 定理 ， 因此 97 和 多 是 


互相 等 价 的 . 
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XX 51.2 

[1] е=а(2у)- (Ух) сух] 

[2] х= а«(ту)с[ух=е] 

我 们 注意 , ЗЕЛА C Н, 99 RU SER 2E ВЕ 
在 被 定义 的 项 形式 中 出 现 的 ， 

定理 51.2 ”如果 在 多 。 中 引进 定义 51.2, III %ა | 上 F., 

我 们 要 由 多 "证 Gs 和 CV, 

MEG; Ф AQ) Ж (Vx)olyxzzx], ДХ 512 中 的 [1] 就 是 

e «(1у)оА(у) 


于 是 G; 可 以 证 明 如 下 , 
€, |= 
(1) G(a) 
(2) (a1y)olya=a] (1-0, 
(3) (Vx)sC3z)o[ az mx] (сб; 
(4) (miy)e(Vx)oe(3z)o[ yxzayaz (3) 
=27 (2) 
zx] (3) 
(5) (a1y)oCVx)o[yx=x] (0 
(6) (91у) (Ух) Гух=х] (5)6;(3-) 
(7) Е!(2у)сА(у) 《6) 定 理 18.1 [2] 
(8) А((зу)сАС)) (7) 定 理 18.1 [101 
(9) А(е) 《8) 定 义 51.2 (1] 
(10) CC) (7) 
(11) (vx)glexex] (9) 
(12) ©(е) Л Сўх) Гех=х] (10X11) 


4LC, 4 BGo y) Ë ухас, III XC X 51.2 中 的 [2] 就 是 
x= (зу)вВ(х› у) 
于 是 C, 可 以 证 明 如 下 
Ga t— G 
(D CC) G; 
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(2) (31у). [ухе] (1)6, 


(3) (91у) сВ(х,у) (2) 
(4) Е!(зу)еВ(х, у) (3) 定理 18.1 [2] 
(5) BG, (2у)оВ(х, у)) (4) 定理 18.1110] 
(6) B(x,x?) (5) 定义 51.2 (21 
(7) Gc) (4) 
(8) x^"xze (6) 
(9) GOA Ee (CALED 

$52 BH A 数 


在 本 节 中 我 们 要 构造 陈述 自然 数理 论 的 形式 系统 ， 即 形式 算 
术 系 统 . 

我 们 假设 在 论 域 中 除 自然 数 之 外 还 有 别 的 个 体 ， 而 自然 数 上 
的 运算 对 于 自然 数 之 外 的 其 他 个 体 是 没有 定义 的 ， 因 此 这 种 运算 
是 偏 函数 ,我 们 在 F*' 中 构造 形式 算术 系统 N. 

Ж 有 五 个 原始 指 词 : 个 体 词 0, 一 元 函数 词 ">， 二 元 函数 词 
十 和 ， ,以 及 一 元 谓词 N，0,…， 十 ,' 的 涵义 是 明显 的 , N(x) 说 x 
是 自然 数 ， 我 们 令 

a —w(a) 
(a + ხ)=კ + (а, b) 
G: ხ)=V * (a, b) 
Ca + ბ) 可 简写 为 4 十 4,《a 2) 可 简写 为 * Баһ OX 890.7, 
十 “和 N 都 是 形式 符号 .要 注意 把 它们 同 相应 的 非 形 式 符号 区 别 
HFX. 

Asr RERA 4 DAN BEEREN 
合式 公式 ) 是 这 样 的 项 形式 和 命题 形式 ， 在 其 中 出 现 的 指 词 限于 
. 尹 中 的 原始 指 词 . 

-有 以 下 九条 形式 公理 : 

(м0) N(0) 
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(N) (мх) NC’) 

(0) (ммо) 

Cm) (уму > =y] 

(+0) (мх), [х + 0=х] 

(+) (Vxy)x[x + у(х + у) 

(-0) (VWx)x[x0=:0] 

G) (Vay)x[xy=xy + x] 

Gnd) А(О)Л (ух) ГАСх) 一 AGOT 一 《Vx)wACx), 其 中 的 

AGO 是 任意 的 一 元 纯 4 б IUE. 

/就 是 皮 亚 诺 " 算 术 系统 的 形式 化 。 KRE, N 的 形式 公理 不 
是 九条 而 是 无 穷 多 条 , 因为 其 中 的 归纳 公理 (ind) 不 是 一 条 单独 的 
形式 公理 , 而 是 一 个 形式 公理 的 模式 ， 我 们 说 N 有 九条 形式 公 
理 , 是 把 Gnd) 当 作 一 条 形式 公理 的 . 

如 果 我 们 在 构造 S 时 假设 论 域 中 除 自然 数 之 外 没有 其 他 的 
个 体 ,那么 函数 词 ,, 十 ,所 表示 的 函数 就 都 是 全 函数 ,我 们 就 可 以 
在 F' 中 构造 NH。 这 样 就 可 以 规定 x, y. z 等 是 表示 自然 数 的 约 
来 变 元 ,从 而 可 以 省 去 原始 谓词 N. 

于 是 ，. 人 的 形式 公理 可 以 表示 为 下 面 的 更 为 简单 的 七 条 : 

CO) vx[xw0] 

Cm) vxy[lx =y > x=y] 

(+0) Vx[x + 0=») 

(+) Vxy[x + y mx + yy] 

(0) Yx[x0=0] 

C) Vxy[xy =xy + x] 

(ind) A(0)A Vx[A(x) — A(x')] — VxA(x) 
我 们 令 .就 是 7H 的 形式 公理 系统 ,也 就 是 令 

A – (00), · CU Gad) 

构造 形式 数学 系统 时 ,原始 指 词 可 以 多 用 一 些 , 也 可 以 少 用 一 


D Gnd) 来 自 拉 丁字 inductio, 意思 赴 “归纳”。 
2) G. Peano. 
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` 5, 多 用 原始 指 词 ,形式 公理 就 会 要 多 些 ， 少 用 原始 指 词 ERA 
理 就 会 少 些 , 但 在 形式 系统 的 发 展 中 ,就 要 通过 定义 来 引进 所 需要 
的 指 词 ， 例 如 在 . 少 中 可 以 不 用 十 和 :这 两 个 原始 指 词 , 从 耐 洽 去 
关于 它们 的 形式 公理 ,然后 再 通过 以 下 的 定义 引进 十 和 ': 
p + 0=x 
x + y=(x + y) 
f · 0=0 
x. y=x-y+ xD 


定义 52.1( 自 然 数 词 ) 对 于 任意 的 自然 数 n 2 


det 


于 称 为 自然 数 词 , 简称 为 数 词 , 
定理 52.1 ”对 于 任何 纯 .Y 项 «, 有 自然 数 ,使 得 
N | «zn, 
证 施 归 钠 于 a 的 结构 . 
基 始 : о 是 0. ил 一 0, EAR. 
归纳 : 是 或 5 十 < 或 5.c， 由 归纳 假设 , ЖАЛА k fn 
m, 使 得 


(1) N | ¿=k, cmm 
ЖУ. {п == k+ 1, ЙИН (1) 可 得 

(2) სელ 
令 # k + m WATA 

(3) N — ¿+ =n 
如 果 令 一 km, 则 由 (1) 可 得 

(4) N — b. сеп 


& (2), (3), CO 就 证 明了 归纳 部 分 . 
由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 定理 52.1. || 
定理 52.22 ib A(x) EAN 命题 形式 ，a 不 是 0， 如果 
[1] s t— A(0) 


D 这 样 的 等 式 称 为 原 冶 递归 式 ,原始 递归 式 的 讨论 属于 递归 论 的 范围， 
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12] M U{ACa)} — AG) 
那么 

[3] s | VxA(x) 

证 由 [1] 和 [2] 可 得 

N | ACOA Yx[ACx) > #CC)1 

由 此 根据 归纳 公理 就 得 到 [31. |1 

定理 52.3 WE A(x) 是 此 J f 命题 形式 ，* 不 是 0。 如果 

[1] s | A(0) 

[2] s — AQ) 
那么 

[3] s i МхА(х) || 

定理 52,4 (完全 归纳 法 ) ЭЖ Абу, e. x) 是 纯 N REE 
Ea ЖЕ OCG =l, n). inf 

[1] MN L– А(0,.-.,0) 

[21] .*U(A(4,0, ···,0)) H A(a,0,---,0) 

[2.2] мов a2 0, ---, 0)} I— წყა a 0, -++ 0) 


[2.n] ias etts a)} Е Аба," "за, an) 
那么 

[3] .# — Yx xnA(Cx :: x! 

在 形式 证 明 中 ,不 论 是 使 用 归纳 公理 (ша) 还 是 使 用 定理 52.2 
或 52.3 而 推出 YxA(x), 我 们 都 说 证 明 是 形式 地 施 归 纳 于 x， 当 不 
至 于 引起 误会 时 ,“ 形 式 ” 二 字 可 以 省 略 , 就 说 证 明 是 施 归 纳 于 
X, 

定理 525 (算术 基本 定律 ) sv — 

[1] (к +у) + 2х + (y + z) 

[2] x + y=(x + y) 

[3] х +ужу + x 

[4] x(y + 7)=XV + xz 

[5] (xy)z=x(yz) 
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[6] »»=» +y 

[7] xy=yx 

[8] х+1= х 

[9] xl — x 

[10] x 十 7=0 一 x=0Ay=0 
[11] х + ушш1-»хш1\/у:1 
[12] xy — xzz0 \/ус=0 
[13] xym1— x=] Ay=1 
[14] x+ zzy + z— хезу 
[15] xz=yz Л 250 — хешу 
我 们 选 证 [1] ,[2],[3] 和 161. 
证 [1] ЖАҒ 2, 


XL 
(1) (x+y)+ Omx+y (+0) 
=x + (y + 0) (+9) 
(2) (x + y) + amx + (y + a) 
(3) G + y) + am + y) + a)” (+) 
=G + (y + a)” (2) 
=x + (y + a)” (+) 
=x + (y + 2) (+) 
( G + y) + zmx + (y + z) (1)(2)(3)2 52.2 
证 [2] 施 归纳 于 y。 
AIL 
(D x+ 0=x (+0) 
=(x + 0) (+0) 
(2) x + а(х + a)” 
(3) x -a'm(x + გ)” (+) 
zx +a)” Q) 
zx + გ”) (+7) 
(4) x +y=mG + y) (1)(2)(3) 定 理 522 
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4 (3) 施 归 纳 于 x。 但 在 证 基 始 部 分 
0+ry=y+0 


时 ,又 要 先 施 归纳 于 y. 
LE 
(1) 0+0=0+0 თ) 
(2) 0 + ama + 0 
(з) 0 + 7=(0 + a) (+) 
=(а+0) (2) 
жа +0 [2] 
(4) 0+y=y+0 (1)(2)(3) 定 理 522 
(5) а + уу + а 
(6) а + у= (а + y) [2] 
一 (7 a (5) 
=у + а’ (+) 
(7) x+y=y+x (4)(5)(6) 8 52.2 
证 [61 WARF y. 
LE 
(1) x 0z0 (-0) 
=0 +0 (+0) 
=70 + 0 (:0) 
(2) х'а ха +a 
(3) ха =X 2 + х C2 
=(xa + a) +» (2) 
=((xa + a) + x) (+) 
=(X2 + (а + х))' [1] 
=(X2 + (x + გ)» [3] 
=m((xa + x) + a) [1] 
= (xa + ay [©] 
二 xa + მ” (+) 


(4) xy=xy +y 《1)(2)(3) 定 理 52.2 || 
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定义 52.2 


[1] 
[2] 
[3] 
[4] 
[5] 


a < b= yaxa + x =L) 

a > b=ab <a 

а < j= а < b V amb 

a > b= b < a 

а 6 < сца < bAb < с 
а < ”-=კი < Ab < с 
а << с= аа < b Ab < с 
a< 6 < седа S ЛЬ < с 


定理 526 (自然 数 次 序 定律 ) v — 


[1.1] 
[1.2] 
[1.3] 
[1.4] 


[2.1] 
[2.2] 
[2.3] 
[2.4] 


[3.0] 
[31] 


[3.41 


[41] 
[4.2] 


[5.1] 
[5.2] 


x<y<z—x<z 
x<y<z—x<z 
x<y<z—x<z 


x<y<z—x=<z 


x<x 
0x 
0 xx 
— (x < 0) 


xmOVay[xzy'] 
х0 V x=1 a ] 


X=0V - · - Vxesk V 3y[x = ,~ -] 


ук 


x < y—x < y 
x > y—x > y 


x< yVx=yVx >y 
(x < x) 
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[5.3] x<y— (х2 у) 


[6.1] x<x+y 
[62] y*0—>x<x+y 


[7.1] ys&0 — x < xy 

[72] x=0ÜAy> 1 — x< ху 
17.3] ут0 — x «xy 

[7.4] X90 –> 3y[x < xy] 


[8.1] x<y—x+z<y-+z 
[82] x<y—x+z=<y+z 


(9.1) 2920 [x < yz < yz] 
[9.2] z*&0 — [x < y—xz < yz] 


[10.1] yw0 一 Syz[xgyy, + z Az, < y] 
[10.2] yw 0A хуу, + z Az < y 
Mx=yy + z Az < y 
— yy Az zl 
定理 52.7( 最 小 数 原 则 ) ШЖ A(x) 是 纯 n 命题 形式 ， 则 
“+ L- 
[1] Sy[y < xAAG)AVz[z < y— “14(2)1) 
VVz[z < x ^ —A(z)] 
[2] A(x) — Эх[А(х) A Уу[у < x — A(y)]] 
证 ”我们 选 证 [1], 证 明 的 方法 是 施 归 纳 于 x。 令 
А (х) = 3y[y < хЛА(у) Л Vz[z < y > 71A(2)1] 
Ах) 一 Vz[z < хә —A(z)] 
那么 [1] 就 是 A.G) V AG), 证 明 如 下 。 
Xr 
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0. 


(1) —G(z<0) 定理 52.6 [2.4] 
(2) z<0— —A(z) БП š 
4.(0) (1) 

C3) AO ҮА,(0) Q) 

(4 ) А (а) 

(5) А, (а') (455838 52.6[2.1],[1.1] 

(6) А (а) А2) G) 

( 7 ) Аа) 

(8) А(а) — А, (а) C) 定理 52.6 [2.1] 

(9) А(а)-А а) Аа) (8) 

(10) —A(a) Аа’) (7) 定理 52.6 [4.1] 

(11) TAa) > А, (а) Аа) (10) 

(12) А (а) VAK) (9)(11) 

(13) А (а) УА, (а) 

(14) А (а) ҮА (а) ()2)(/ 

(15) A(x) V A(x) (3)(13)(14) 定理 52.2 | | 
定理 52.8《 串 值 归纳 法 ) 设 A(x) 是 纯 . 思 命题 形式 ，a 不 是 
[1] 如 果 s e A(0) 

МКО {Уу [у S — А(у)]} — AQ) 
II .# — AG) 
[2] 如 果 V U(Vyly «a А(у)]} — Ala) 
W ^r AGO 
定义 52.3 


{1] «jb=a3x[ax=6] 


[2] 


Pr(a)- «a > 1A Vx[x|a — x=1Vx=a] 


1s 是 说 a 整除 54; Pr(a) 是 说 a 是 素数 。 
定理 52.9 у — 


[1] 


xlxy 


[2] XIX 


[3] xlyAylz — xlz 

[4] x1-^GÍlyAxly) 

[5] xlyAysm0— 0 < xy 

[6] 3y[yw0A Vz[O — z < x  zlyl1] 
[7] Sy[y > xA Pr(y)1:l 


$53 哥 德 尔 不 完备 性 定理 


在 前 两 节 中 构造 了 初等 代数 和 自然 数理 论 的 形式 系统 。 后 面 
还 要 构造 集 论 和 实数 理论 的 形式 系统 ， 在 本 节 中 我 们 先 要 陈述 哥 
德尔 关于 自然 数 形式 系统 的 不 完备 性 定理 . 

形式 数学 系统 的 完备 性 ， 和 第 四 章 中 所 讲 的 逻辑 演算 的 完备 
性 有 着 不 同 的 涵义 。 一 个 形式 数学 系统 是 完备 的 , 是 说 其 中 的 合 
式 公式 都 或 者 是 可 证 明 的 ,或 者 它 的 否定 式 是 可 证 明 的 .但 是 哥 德 
尔 1931 证 明 , 在 自然 数 的 形式 系统 .中 ,存在 合式 公式 А, ШИШ 
NARAR A, 使 得 A 和 A Е 中 都 是 不 可 证 明 的 , BD AURI 
ЧА 都 不 是 .中 的 形式 定理 。 这 就 是 N 的 不 完备 性 . 

因为 A 和 A 中 总 有 一 个 是 表示 真 命 题 的 ， 故 .的 不 完备 
性 就 是 说 , A^ 中 有 表示 真 命题 的 合式 公式 , 而 它 是 不 可 证 明 的 . 

我 们 在 $50 中 讲 过 ,在 形式 数学 系统 中 作出 定理 的 形式 证 明 ， 
只 是 非 形式 的 定理 证 明 在 逻辑 演算 形式 系统 中 的 翻译 ， 只 是 用 谓 
词 逻 辑 中 的 合式 公式 和 形式 推理 来 写 出 原来 的 非 形式 的 证 明 。 但 
是 ， 形 式 化 的 目的 并 不 在 于 把 非 形式 的 证 明 翻 译 为 谓词 巡 辑 中 的 
形式 证 明 。 把 数学 理论 形式 化 ,构造 形式 数学 系统 ,是 有 它 的 深刻 
意义 的 。 一 个 数学 理论 在 给 以 形式 化 之 后 ,从 语法 的 角度 看 , 它 就 
成 为 一 个 形式 系统 , 即 由 没有 意义 的 形式 对 象 (形式 符号 , 合式 公 
式 , 形 式 证 明 等 ) 所 组 成 的 系统 。 正 是 在 这 种 情形 下 , 我 们 通过 形 
式 化 并 不 是 来 研究 原来 的 数学 理论 所 要 研究 的 对 象 ， 而 是 要 把 形 
式 数学 系统 本 身 , 把 其 中 的 形式 证 明 作为 数学 研究 的 对 象 。 例如 
我 们 把 自然 数理 论 形式 化 , 构造 它 的 形式 系统 N, 并 不 是 为 了 研 
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究 自然 数 ,而 是 为 了 数学 地 研究 Ln 本 身 , 研 究 .Y 中 的 形式 证 明 . 
哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 正 是 在 构造 了 .NY, 对 它 作 了 深刻 研究 的 基 
础 上 建立 的 . 

哥 德 尔 不 完备 性 定理 的 建立 使 用 了 形式 对 象 的 算术 化 ， 就 是 
把 形式 系统 中 的 形式 符号 ， 合 式 公式 和 形式 证 明 等 各 种 形式 对 象 
都 用 自然 数 来 表示 ， 从 而 把 关于 形式 对 象 的 命题 表示 为 关于 自然 
数 的 命题 。 由 于 形式 符号 的 集合 是 可 数 无 穷 的 , 所 以 上 述 各 种 形 
式 对 象 的 集合 也 是 可 数 无 穷 的 。 我 们 可 以 在 形式 对 象 和 自然 数 之 
间 建 立 一 一 对 应 关系 、 也 可 以 通过 某 种 确定 的 方法 给 形式 对 象 配 
以 自然 数 ， 使 得 在 某 种 配 数 之 下 不 同 的 形式 对 象 配 以 不 同 的 自然 
数 。 这 种 配 以 自然 数 的 方法 称 为 哥 德 尔 编码 . 

假设 我 们 已 经 采用 了 某 种 哥 德 尔 编码 ， 我 们 把 给 形式 对 象 所 
配 的 自然 数 称 为 它们 的 哥 德 尔 数 。 

定义 53.1 ( 数 词 可 表达 性 ) 设 4 是 自然 数 的 ”元 关系 . 4 在 
.WH 中 是 数 词 可 表达 的 , 当 且 仅 当 ,有 п 元 纯 . 少 命题 形式 A(xu……， 
х,), 使 得 ,任何 自然 数 祝 ,，… ka 

II) AG... 2 =N | Alkate R) 

(2) AR k) BU |— AR: RD 

定义 53.1 中 的 纯 „# 命题 形式 Alx tto х,) 称 为 数 词 表达 
T 4. 

4 Alk, n) 是 自然 数 的 这 样 一 个 二 元 关系 ; КАШ .Y 合式 
公式 В(а) 的 哥 德 尔 数 ，# 是 BOR) EN 中 的 形式 证 明 的 哥 德 尔 
数 , 即 ”是 


N | BR) 
的 形式 证 明 的 哥 德 尔 数 。 
哥 德 尔 1931 中 定义 了 自然 数 的 原始 递归 关系 的 概念 。 证明 
了 ， 所 有 原始 递归 关系 都 是 在 SN 中 数 词 可 表达 的 ,而 ACK 是 
原始 递归 关系 ,因此 AR, п) 是 在 or 中 数 词 可 表达 的 ， 这 些 概 
念 的 定义 和 定理 的 证 明 都 不 在 本 书 范 围 之 为 
4 А(х,у) 数 词 表达 了 4(%， 2). 构造 合式 公式 Vy A(a,y). 
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令 
B(a) = Vy1A(a, y) 
又 令 是 B(a) 的 哥 德 尔 数 ， 那 么 就 有 
B(k) = УуЛА(Ё, у) 

由 于 А(х, у) 是 数 词 表达 Alk, n) 的 ， 故 根据 4(%, л) 的 涵义 ， 
АСА, y) 所 表示 的 意思 就 是 说 了 是 В(А) 在 Lc 中 的 形式 证 明 的 哥 
德尔 数 。 Aik, ВСА) BD Yy 一 A(&，y) 所 表示 的 意思 就 是 说 任何 
HTE BOR) 在 中 的 形式 证 明 的 哥 德 尔 数 ， 也 就 是 说 B) 
在 . 少 中 是 不 可 证 明 的 ， 

为 了 证 明 不 完备 性 定理 ,除了 自然 要 假设 .% 的 协调 性 ( 即 .人 
的 形式 公理 系统 的 协调 性 ) 之 外 ,还 要 假设 N BJ თ НИДЕ, 

定义 53.2 (o 协调 性 ) N 是 多 协调 的 , 当 且 仅 当 ,不 存在 纯 
N 命题 形式 A(x), 使 得 A(0), А(1), A(2), · /· „#0 “IVX#CX) 都 
ж. феа, 

显然 , 由 LM RO თ Е CI XL 483] 7>05 RAE, 

定理 53.1 (第 一 不 完备 性 定理 ) 如 果 . 是 协调 的 , 则 В(А) 
在 . 少 中 是 不 可 证 明 的 ;如 果 .人 思 是 w 协 调 的 , 则 BC) 在 .⁄ rh 
是 不 可 证 明 的 。 因此， 如 果 .AH 是 % 协 调 的 ， 则 /NY 是 不 完备 的 
《 哥 德 尔 1931). 

Ж 先 证 定理 的 第 一 部 分 ， 设 B(A) 在 2^ 中 是 可 证 明 的 , 即 
有 
1) M | BR) 
成 立 ， 令 4 是 (1) 的 某 个 形式 证 明 的 哥 德 尔 数 , 则 4(k, я) 是 真 
的 。 由 406 n) ЛЕ .Y 中 的 数 词 可 表达 性 ,可 得 

N || АСА, п) 
| ByA(R, y 
| 一 —луулА(Ё, y) 即 

2) A E- BCR) 
H O89 G), .Y 是 不 协调 的 ,这 与 定理 中 的 假设 矛盾 。 故 B(R) 
在 .# 中 是 不 可 证 明 的 。 
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现在 证 定理 的 第 二 部 分 ， 上 面 已 经 证 明 BR) 在 .人 中 是 不 
可 证 明 的 , 故 任何 自然 数 都 不 可 能 是 (1) 的 形式 证 明 的 哥 德 尔 数 ， 
BI 4CC 0), 4CC 1), 4C#, 2)，… :都 是 假 的 ， 因 此 TAC, 0), 
DAC, 1), пА(А, 2) E N БИД ПЕНН. 由 的。 协调 
Ë, Vy AC, y) ИП TIBC) 在 .中 是 不 可 证 明 的 .| 

不 完备 性 定理 的 第 一 部 分 是 
3) -7 是 协调 的 一 > В(А) 在 .7H 中 是 不 可 证 明 的 
通过 哥 德 尔 编码 ,“. 信 是 内 调 的 "和 “BC&) 在 .中 是 不 可 证 明 的 ” 
可 以 用 自然 数 的 命题 来 表示 ,然后 又 可 以 表示 为 纯 Un 合式 公式 ， 
前 面 已 讲 过 ,”B(&) EN 中 是 不 可 证 明 的 ”就 表示 为 BCR)， 我 们 
FEN 是 协调 的 ”表示 为 纯 4 合式 公式 Cons (4), 18.3) 的 证 
HEN 中 形式 化 ,就 得 到 


4) MN I Cons (^)  B(À) 
如 果 
5) N Сопз (N) 


成 立 , 那 么 由 4) 815) 可 得 .Y F— ВА), BEEN E 385 
前 提 下 , 根据 第 一 不 完备 性 定理 , 这 是 不 可 能 的 。 因 此 5) 是 不 成 
立 的 ,从 而 有 下 面 的 定理 . 

定理 53.2( 第 二 不 完备 性 定理 ) ”如果 是 协调 的 ， 则 
N I Cons (L^) 不 成 立 , 就 是 说 , .1 的 协调 性 的 证 明 不 能 在 
N 中 形式 化 ( 哥 德 尔 1931). IL 
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集 论 是 现代 数学 的 一 个 分 支 , 是 数学 的 一 种 基础 理论 ， 可 是 
集 论 与 其 他 的 数学 分 支 ,与 数学 的 其 他 基础 理论 ,在 性 质 上 和 作用 
上 都 有 所 不 同 。 在 集 论 中 可 以 陈述 所 有 的 古典 数学 理论 。 这 样 ， 
如 果 集 论 能 够 在 一 个 逻辑 演算 中 表达 ， 那 么 所 有 古典 数学 理论 就 
都 能 够 在 其 中 表达 了 。 正 因为 如 此 , 集 论 的 逻辑 问题 的 研究 引起 
了 数学 基础 和 数理 逻辑 的 学 者 的 重视 ， 成 为 数学 基础 和 数理 逻辑 
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研究 中 的 一 个 重要 课题 . 
集 论 之 形成 一 门 数学 , 开始 于 十 九 世 纪 末 康 托 尔 的 研究 。 在 
集 论 的 发 展 中 发 现 了 过 辑 矛盾 : 即 所 谓 译 论 ,这 就 促进 了 构造 集 论 
公理 系统 的 研究 . 例如 , 令 
$=={х|х@х} 
MARP: Ed х, 
r€ S => rfr 
ERES ^ S 时 ,就 得 到 
SES < SES 
由 此 就 产生 矛盾 . XXVI RSE. hr АЕ 
的 ， 
由 于 集 论 中 产生 了 诗 论 ,产生 了 逻辑 性 问题 ,这 就 迫使 集 论 学 
者 研究 集 论 应 当 包含 哪些 基本 概念 ,应 当 包含 哪些 公理 ,使 得 所 构 
造 的 理论 体系 即 集 论 的 公理 系统 能 够 包含 已 经 充分 发 展 的 集 论 内 
容 , ПАТЕР. 数学 基础 和 数理 逻辑 学 者 曾 根据 这 种 
要 求 构造 了 各 种 集 论 公理 系统 。 关于 诗 论 和 集 论 公理 化 的 问题 ， 
读者 可 参考 富 兰 克 尔 ?, წა 28 ИЛК. БИИ? 1973. 
在 本 节 里 我 们 要 在 F* 中 构造 由 蔡 梅 罗 ?与 富 兰 克 尔 构造 的 集 
论 形式 系统 ZF, 
ZF 只 有 一 个 原始 指 词 
€ 
它 是 表示 元 素 关 系 的 二 元 谓词 ,是 形式 符号 ;但 是 我 们 采用 暗示 性 
的 写法 ,把 它 写 得 和 非 形式 的 数学 符号 6 相同 。 
我 们 令 
хЄу= а. (х,у) 
x É y=a (x € y) 


1) A. A. Fra:nkel. 
2) Y. Bar-llillel, 
3) A. Lévy. 

4) E. Zermelo. 
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ЮТ, 290414024 070 წ EB S eS XC IC RAUS 


ГЕ თ, 8, v CUI F USER) 表示 任意 的 约束 变 元 《原来 的 x，y，z 
仍 表 示 约 束 变 元 )， 


# ZF 命题 形式 是 这 样 的 命题 形式 ， 在 其 中 只 出 现 € 一 个 指 


词 , 即 ZF BRE 


定义 54.1 

[1] (Vx),AGO —aVx[x € a — А(х)] 

[2] (3x),A(x)=a3x[x € GA AQOT 

(ух), fn (Зх), 是 受 团 于 o 的 全 称 量词 和 存在 量词 。 

定义 54.2 

П] асв, (Ух), (хє 8) 

[2] eCfCcr-aac£RABCY 

ж X 542 中 的 和 是 二 元 谓词 ， 是 形式 符号 ， 但 对 它 也 采用 了 


有 暗示 人 性 的 写法 . 


Ao 


ZF 有 以 下 的 Motet Mo 共 十 条 形式 公理 , 其 中 的 Me 是 模 
下 面 我 们 先 陈述 M ， … Me: 
M,《 外 延 公 理 ) 

Vog|Vx(x € a — x € В) — az] 
M, ( 空 集 公 理 ) 

3თVXCX $ თ) 

M; (ZABAW) 

VxysaVz(z € а < zz2x Vzmy) 
M4( 并 集 公理 ) 

V=თ3#VXIX € В — (Эу), (хє y)] 
M. (ЖЖ) 

Va3BNx(x € 8 —— xCua) 

M, (分 离 公理 ) 

vaapvx(xep — x € aA A), 


其 中 的 А(х) 是 纯 ZF 命题 形式 . 


根据 外 延 公理 , М, 和 Ms 中 的 თ 部 是 唯一 的 , M 和 M; 中 的 8 


«387. 


也 部 是 唯一 的 。 因 此 我 们 可 以 有 下 面 的 定义 。 

定义 54.3 

[1] $=araVvx(x а) 

(2) {xyy}=aoayz(ze а z=x V z=y) 

[3] U a= xIx € <» (3y),(x € y)l 

[4] а= nBVx(x € B Ta) 

中 是 个 体 词 ,表示 空 集 ;{,} 是 二 元 函数 词 , (x, y) Rh x fü y 
组 成 的 无 序 偶 ，U 是 一 元 函数 词 ，U a 是 a 的 并 集 ; 4 也 是 一 


TARA, Pa аа. 
定理 54.1 
Mis > № L– 


[1] Vaf3rVx(x€ y ++ x€aVx€ 8) 
[2] Vog3vVx(x€ Y — x€ a Ax € 8) 
[3] VaB3yVx(x € y — x€ a Ax f 0) 
证 由 M; 和 M4 可 得 U (თ, 6), 它 就 是 [1] 中 的 Y; 由 Ms 
可 得 [2] 70 [3]. || 
定理 54.2 
M，…，Mi — 
Уоа[алёф — ЗВУх[х € В — (Vy) (x € y)]] 
证 Wamp, z€ o, H M 可 得 


(1) 38Vx[x € 6 — x € zÀ (Му), (х € y)] 
MI 2 C a, 故 由 《1) 可 得 
аўух[х EB (Vy). (х € y)] 


这 样 就 证 明了 本 定理 , | 
读者 不 难 根据 上 面 的 证 明 写 出 定理 54.2 的 形式 证 明 . 
根据 外 延 公理 ,定理 54.1 中 的 各 个 7 和 定理 54.2 中 的 8 都 是 
唯一 的 . 因此 可 以 作 下 面 的 定义 ， 
定义 54.4 
[1] aUg—unrVx(x€ v — x 6 a Vx € 0) 
[2] თ(16=კ:7VXCX 6 y — x €aÀx 68) 
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[3] «— B—4nYVx(x€ Y — x É a Àx é 8) 

[4] П a—anfVx[x € f (Уу), (х € y)] 

«Ug. anpg,a 一 8 分 别 是 和 8 的 并 集 , 交集 ， 差 集 ; По 
是 a 的 交集 . 

下 面 是 关于 集 的 代数 的 定理 ，。 

定理 54.3 

M» е, M, — 

[1] aUa=af\a=a 

[2] а0в=80а 

[3] «fma 

[4] (aU8)Uvy=aU(8U 7) 

[5] («nn y=añn (807) 

[6] a<U(08ñy)=(aU68) 0 (a Ur) 

[7] añ(gUry)=(añ8)U(e(17) 

[8] a— (80у) (а — 8) (a — v) 

[9] «— Gn r)m(a— 8) 0 (а — у) 

[10] aUp=a 

[11] añ =o 

[12] «П(#—)=ф 

[13] pCa 

[14] aC8Cv-*acCY 

[15] ас < а08=8 

[16] acp — «(а 

[17] асв ә UacU£ 

[18] асвЛазф — ПЕС Па 

[19] Uézell 

下 面 我 位 定义 由 „(п 之 1) 个 元 素 组 成 的 集合 TE ^ Ox.) 和 
AJE n л uso x). 

X X 54.5 
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[1] (X1=კი(X; x) 

[2] 09 x ] 7 ains E) ха} U tb 

[3] х) = x 

[4] 《xy у=} {x> y! 

[5] Oo х.) = a7 х,а)» x) 

жид ЖЖ #8 Ж CIS КЕТА AR BAE 
一 种 特殊 的 关系 。 

定义 54.6 

[1] Rel (a) a( Vx), Syz(xm (y, 22) 

[2] Fun (а) = Ка (а) Л 

VXV2( (x, y) € аћ (х, z) € a — y=7) 

Rel (a) Їй a 3E; Fun (a) Їй a EAR. Rel 和 Fun 部 是 一 
元 谓词 ， 

现在 我 们 来 陈述 ZF 的 其 余 四 条 形式 公理 . 

M; (无穷 性 公理 ) 

Jale €&A (Vx), (x U (xt € თ)1 
Ms (EMA) 
Vala — (3x), (xa29)1 
M, (RAW) 
Val VB), ar Vyly € v e Gi) xs у) € #)1 
Mo (选择 公理 ) 
Vი(თ544 ^ (Vx) Сев $) 一 . 
Gs OG y€01 
我 们 就 令 
ZF 一 seM，.…，Mo 

在 ZF 中 可 以 处 理 数学 对 象 , 它 们 都 可 以 由 数 经 过 集 论 的 运算 
而 构成 , 而 各 种 数 又 可 以 由 自然 数 经 过 集 论 的 运算 而 构成 。 下 面 
在 ZF 中 定义 自然 数 。 

要 把 自然 数 * 定义 为 一 个 集合 ， 自然 要 选择 一 个 有 ”个 元 素 
的 集合 ,而 由 小 于 = 的 自然 数 构成 的 
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00, n — 1} 
恰好 就 是 这 样 一 个 集合 。 

定义 54.7 
[1] 0-46 
[2] m= nU {a} 
თ» п АЖ. 
于 是 有 : 

1- {0} 

2 = {0,1} 

3 = (0, ,1,2} 


s= (0, , n — 1) 
定义 54.8 
[1] Ind (a) 246 € «A (Vx, (x € a) 
(2) N(a)-—a(VB)ua(a € 8) 
Ind (a) i$ თ Е); Ма) 说 “是 自然 数 ， 
根据 无 穷 性 公理 ,存在 无 穷 集 a。 对 于 这 个 a, 使 用 分 离 公理 ， 
可 得 
5=ტVXIX € 8— x € z A N(x)] 
因为 由 N(x) 848 x € თ, #@& x € a М(х) 与 N(x) 是 等 值 的 ;, 因此 
有 
定理 54.4 ZF |— 3oVx[x € a — N(x)] 
定理 54.4 中 的 a 是 唯一 的 , 它 就 是 所 有 自然 数 的 集合 თ, 
定义 54.9 w=araVx[x €a <*> N(x)] 
在 ZF 中 可 以 定义 序数 和 基数 , 并 证 明 有 关 的 定理 ,这 些 内 容 
不 再 陈述 。 
最 后 我 们 肯定 ， 在 ZF 中 不 存在 一 切 集合 都 属于 它 的 那 种 集 
^ 
定理 545 ZF | 一 —3aVx(x € a) 
证 kogt. DEAS Bed 
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1) SVx(x€ 8 — x €aAxÉ€x) 


Bi 1) 可 得 

ВЄВ < RECaABER 
于 是 得 到 # é a, 这 与 一 切 集合 都 属于 თ 的 假设 矛盾 , НЕВЕНА 
ТА ш. || 


我 们 看 到 ,在 ZF 中 ,数学 对 象 都 可 以 用 集合 来 定义 。 因此 ,为 
了 在 ZF 中 陈述 数学 , 使 用 集合 就 够 了 ; 不 是 集合 的 对 象 , BUSES 
罗 称 之 为 本 元 ?的 对 象 , 是 不 需要 的 。 但 是 很 容易 在 ZF 中 引进 本 
元 ,使 它 成 为 包括 本 元 的 集 论 系统 . 

可 以 在 ZF 中 加 进 一 个 原始 个 体 词 U 它 表示 所 有 本 元 构成 的 
集合 . 于 是 要 在 ZF 中 增加 关于 本 元 的 公理 , 并 且 在 定义 ,公理 和 
定理 中 ,必要 时 应 当 说 明 某 些 对 象 是 集合 而 不 是 本 元 ， 例 如, 外延 
公理 中 的 和 6, 空 集 公理 ,并 集 公 理 和 和 略 集 公理 中 的 თ 等 都 是 集 
合 而 不 是 本 元 ; НЮ, 在 包括 本 元 的 ZF th, 这 些 公理 应 当 修改 如 
T. 

HEATH 

VaB[a é U À 8 f UA Vx(x € a — x € В) > ав] 

空 集 公理 

Sa[a € UA Vx(x € a)] 
并 集 公理 
Vala 6 U — 3g Vx[x € 8 — (Эу), (х € y)]] 
天 集 公理 
Vala £ U — 38Vx(x € 8 «— xCa)] 
无 序 偶 公 理 和 无 穷 性 公理 是 不 需要 修改 的 ， 其 余 公 理 的 修改 不 再 
WR. 

在 定义 中 , 例如 Rel (a) 中 的 “应 当 是 集合 而 不 是 本 元 ， dox 
个 定义 应 改 为 : 

Rel (=)=კი € UA (Vx) ayz (xy, 2)) 


1) Urelement， 有 的 文献 里 称 为 原子 (atom), 
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需要 在 ZF 中 增加 的 关于 本 元 的 公理 是 以 下 的 
Mu《 本 元 公理 ) 


Vx[x € U «— X%4 A Vy(y £ x)] 
$55 X X 


我 们 在 F* 中 ,在 ZF 的 基础 上 ,构造 实数 理论 的 形式 系统 2. 
这 里 要 求 ZF 是 包含 本 元 的 。 


Ф 有 以 下 八 个 原始 指 词 : 个 体 词 0,1, o 和 .p; 二 元 函数 词 十 
Tu · ;二 元 谓词 < ;以 及 ZF 中 的 原始 指 词 E 0 和 1 分 别 表示 实 
数 (也 是 自然 数 》 0 和 1, თ 表示 所 有 自然 数 的 集合 , о 表示 所 有 实 
数 的 集合 , 十 和 ， 表示 实数 的 加 法 和 乘法 运算 ,二 表示 实数 间 的 
小 于 关系 。 
我 们 仍然 采用 前 几 节 中 的 一 些 写 法 ,例如 令 
a + b= (a + b) 
=a + (а, ბ) 
gb= 4 ° b 
==a(a · 6) 
=a (4, b) 
а < b= „(а < b) 
=a < (а, b) 
а < =u < b V amb 


XX 551 Ded(a, 6) — aav ЛФ Na U P 
же (Ух), (Уу) х < yl 

Ded(a, #) 是 说 4 与 8 组 成 戴 德 金 *? 分 划 . 

弓 的 形式 公理 有 下 面 的 十 组 共 三 十 六 条 : 

《一 》 集 论 公理 M,,…… Mu, 


1) R. Dedekind. 
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C 03401 80:74 

R, @єр 

R, (Vx),[x + 02x] 

R, 16ი 

R, (Vx),[x1=x] 

(=) 自然 数 公理 

Rs дєо 

R, (Vx),[x€o —x + 16 o] 

R, 0€aA(Yx)[x€a x + 1€a] > oCa 

(рц) 存在 性 公理 

Re e(Vxy), (x, y) €a<—x < yl 

R, 3a(Vxyz),D (x, y, 2) € ax + yzz] 

Ro Ba(Vxyz),[ (x, y» z) € a «> xy=z] 

(五 ) 次 序 公理 

Ry (Vxy),[x < yA xry A (y < x) 
Vo < y) Лхаул (у < x) 
VG < y Nt Ay < x] 

Ro (Эху)„[хт=©у] 

Ro (Vxyz)hnlx < yAy € zx < z] 

(x) 加 法 公理 

Ry (Vxy),(3z),[x E y=z] 

Rs (Vxy),[x + y=y + x] 

Ri (Vxyz),[( + y) + 2=х + (y + 7)) 

Ry (VIX2),IX <y—x + 2<V + 2) 

(t) 减法 公理 

Ra (Yzy) (312), [x + z=y] 

(A) RAR 

К, (Vx) Ga), [xymz] 

Ra (Vxy)lxymyx 

Ra (№хуг), E (xy)z=x(yz)] 
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Ка (Vxyz),[xCy + z)mxy + xz] 

Ra (Vxy),[0 x A0 — y — 0 < xy] 

Сл.) RAAM 

Ra (Yxy) [x0 — (31z),[xz=y]] 

CP) 完全 性 公理 

Rs Ded(a, 8) — 3x[x € a A (Му), [ys — y < x] 

Vx ЄЛ (Уу) [утех — x < yll 
我 们 令 Z 就 是 9 的 形式 公理 系统 ,就 是 说 令 
S — Mi ++, Mus Ra 5+, Ry 

定义 55.2 

[1] —x—aGy),(x + yz:0) 

2] იბ 

定理 55.1 Ф — , 

[1] все 

[2] x0=0 

[3] E1—x 

[4] Etx—y 

[5] 一 (一 xz) 一 x 

[6$] x *(—y)mx—y 

[7] 0<xA0<y—0<x+y 

(8) x<0Ay<0—x+y<0 

[9] 0<y—x<x+y 

[10] 0<ჯ+–»<0 
[11] x<0 一 0 一 一 x 

[12] (—yz—Gy) 
[13] (—х)(—у)=ху 

[14] x«0Ay c0—0-x 

[15] xv 0A ys&0 — xys& Ü 
[16] x «xÀn-cy-xctynucu-c-y 
[17] (x 一 7)z 一 xz — yz 
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[18] x<yA0 < z— xz < yz 
[19] х<уЛ2< 0— yz < xz 


[20] 051 

[21] “(1<0) 

[22] 0 一 1 

[23] (х + y)m—x—; 
[24] —(х—у)ж—х+у 
UE [13 21. 15], [7], [10], [18] f E20]. 
由 R, Вз, Ru 和 R, 显然 可 得 [1]. 


证 [1] 
证 [2] 
а) 
(2) 


(3) 
(4) 
证 [5] 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
证 [7] 
(1) 
(2) 
G) 
(4) 
(5) 


E C10] 


а) 
(2) 
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SL, 

X0Cი 

x0 + x0=x(0 + 0) 

=»0 

х0 + 0=x0 

x0=0 

SL, 

—x€p 

一 (一 xz)Ep 

x + (—x)= 0 

—x + (—(—x))=0 

—(—x)mx 

# —, 
0 一 xA0 一 7 
0-+7<x 十 ? 
0 + y=y + 0=y 
0 一 x 十 7 


0 一 xA0 一 7 一 0 一 x 二 了 


% —, 
0 一 x 


–»=0 


LL?" 

Ra 

R: 

(1) R 
(2) Ra 


定义 55.2 
定义 55.2 
定义 55.2 
定义 55.2 
(3X4)IL, 


(1)Ry 

Ris R; 
(202) Rs 
(4) (>+) 


G) Oz —x- x 定义 55.2 
=0 +x (2) 
=x + 0 IV 
=x R; 
(4) — (0 <x) (Ra 
(5) —x¥0 (000A £8 
(6) 0 一 一 x 
(7) xx 十 和 R; 
=0 + x Ris 
<x +x (6)R, 
=0 定义 55.2 
(8) (0< x) (7) Ra 
(9) (0< —x) (1)(8))-# 1-3 
(10) —x«0 (5)(9) Ra 
(П) 0<x— –х< 60 (10)(—+) 
证 [18] @ — , 
(1) x<yA0<;z 
(2) 0=x + (—x) 定义 55.2 
<y + (—x) (1) Ry 
(3) 0< [y + (—x)]z (2X1) Ra 
=yz + (—x)z Rz 
(4) xz=xz + 0 R, 
< xz + yz + (—x)z Ro 
=V2 + xz 十 《一 x)z Ris 
(5) xz + (—x)zm[x 十 (一 x)]z Ry 
=0z 定义 55.2 
=0 Rx[2] 
(6) xz < yz (4)(5)R, 
(7) x<yA0<z—xz<yz (6)X—,) 


证 [20] #4 — 


(1) 0z1 


(2) a€p 取 a 不 是 原始 指 词 

(3) a0=0 [2] 

(4) al=0 (зу) 

(5) alzza R, 

(6) a=0 C5X4) 

(7) a € р — azz0 (6) >+) 

(8) Vx(x€p—xm0) (7)(У,) 

(9) 0-1 к.(6) Fr |] 
定义 55.3 


[1] pi=anaVx[x € ax € o V 3), (x2 —))1 


[2] т = (az), (хазуг) 


[3] аг = атах x€a (аре), v OAxz (8) 
i 2 

[4] IXI =а(у), (0 < xAyzxVx < 0Ay=—x) 

Pi 是 所 有 整数 的 集 ; ი, 是 所 有 有 理 数 的 集 ; 了 是 x 除 以 了 的 
її; |х| Ж x 的 绝对 值 . 

定理 55.2 ек, 

[1] Ete 

[2] yw*0—E! P 

[3] Ete. 

[4] x€p,—x€oV(—x€o) 

[5] хє, (Зул) ху — 2] 


[6] х0Лу E 0 — 2. + > ш ЭЛ + n 
x yi ху; 
[7] (Sx),x € p, 


[8] 0 一 x 一 (3z)。[y < xz] 《 阿 基 米 德 2 定理 ) 


1) Archimedes. 
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19] 
[10] 
[11] 
112] 
[13] 
[14] 
[15] 
[16] 


[17] 


在 木 节 中 我 们 要 讨论 在 逻辑 演算 的 重 言 式 系统 中 陈述 数学 理 
论 的 问题 ， 

在 重 言 式 系统 中 陈述 数学 理论 ,就 要 以 重 言 式 系统 为 基础 , 构 
造 所 谓 应 用 重 言 式 系统 。 为 了 与 应 用 重 言 式 系统 相 区 别 ， 作 为 基 
础 的 重 言 式 系统 又 称 为 费 重 言 式 系统 ， 因此， 第 三 章 里 构造 的 部 


0 < |] 
Їх [|х] 
II <y> —y €x «y 

|= y| < z—>y—z<x<y+z 
–IXI < x < |х] 

Ix yl < Ixl + ly] 

[х] — III < ix — yl 

Їжу а= |х Ed 
zi 


lvi 


$56 应 用 重 言 式 系统 


是 纯 重 言 式 系 统 . 
下 面 我 们 来 举例 说 明 应 用 重 言 式 系统 是 怎样 构造 的 . 


我 们 在 F” 中 构造 了 形式 算术 系统 人, 它 的 原始 指 词 是 0,“， 
RU (VI § 52), F' 的 重 言 式 系统 [F*] 有 以 下 的 形式 公理 和 形 


式 推理 规则 ( 见 $ 33): 


(>) 
(>) 
(=) 


CA) 
(A2 
(A9 


A—(B— A) 
A—(A—B)* — «А > B 
А э Br > «(В >C) > (А >C) 


АЛВА 
АЛВ-» В 
А — B" — *(A— С) > (А > BAC) 
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(V) A-AVB 
(V2 B—AVB 
(VQ A— C. —> «(B— C) — (AVB—C) 


(<>) (A—B)—(A— В) 
(50) (A—B)— (B>A) 
(9 А — Be — «(В-> A) > (A—D) 


(M) (A— пв) > (B — ПА) 
(Н) A—(A—B) 
(C) (A > ПА) > B > «(А > B) > В 


(V) МхА(х) —> А(а) 
(V) Vx[A — B(x)] — "4 — VxB(x) 


(3) Аба) = AG), Ж AGO 是 由 A(e) 把 < 在 其 中 
的 某 些 出 现 蔡 换 为 x 而 得 
(3) Vx[AQO 一 B] -> «ЭхА(х) 一 B 


(1) ama 
(0) AG)A42mb— AC), Ж AC) ЖН А(а) 把 “在 
其 中 的 某 些 出 现 替换 为 5 而 得 


[>] 由 A 一 B 和 A 推 出 3 
[V] Hi AC) 推出 VxAQO 
我 们 在 重 言 式 系统 中 定义 了 有 形式 前 提 的 形式 证 明 〈 见 $34)， 于 
是 ,根据 定理 345.8 
к # — А <> (LI); .⁄ — À 
如 果 把 [F°]: .N — A 中 的 orc 作为 形式 公理 加 进 [F°] 中 ,使 
得 形式 公理 包括 两 部 分 , [F*」 中 原 有 的 形式 公理 称 为 遥 辑 形式 公 
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38, y 中 的 合式 公式 称 为 非 逻 辑 形式 公理 ,而 形式 推理 规则 仍 是 
L->1 和 [VY] AR, ЖА, 所 构成 的 系统 就 是 应 用 重 言 式 系统 ,而 
IL") 就 是 作为 基础 的 纯 重 言 式 系统 。 令 这 个 应 用 重 言 式 系统 记 
fE [F*]v, 那 么 显然 可 以 得 到 
[F°]: — А <> (LI: Ж — А 
<> L": У — А 
要 注意 的 是 ,在 [F°] , 中 不 容许 对 原始 指 词 应 用 代 人 定理 。 

上 面 我 们 举例 说 明了 构造 应 用 重 言 式 系统 的 一 般 方法 ， 我们 
认为 ,以 一 定 的 纯 重 言 式 系统 为 基础 ,构造 应 用 重 言 式 系统 来 陈述 
数学 理论 , 这 样 的 方法 是 数理 逻辑 的 历史 发 展 中 的 陈 迹 。 历史 上 
是 先 有 了 逻辑 演算 的 重 言 式 系统 ， 而 演绎 定理 和 自然 推理 系统 是 
后 来 的 发 展 。 在 有 了 自然 推理 系统 之 后 , 我 们 只 要 把 应 用 重 言 式 
系统 中 的 非 逻 辑 形式 公理 用 作 自然 推理 系统 中 的 形式 前 提 ， 那 么 
由 之 推出 的 形式 结论 就 是 应 用 重 言 式 系统 中 的 形式 定理 了 。 这样 
的 处 理 方法 , 比 之 以 纯 重 言 式 系统 为 基础 构造 应 用 重 言 式 系统 ,是 
更 为 直接 和 自然 的 。 

在 逻辑 演算 中 陈述 数学 理论 ， 不 论 采用 自然 推理 系统 或 重 言 
式 系 统 ， 痢 可 以 不 使 用 模式 而 使 用 单独 的 形式 推理 规则 或 单独 的 
形式 公理 。 在 自然 推理 系统 中 可 以 用 单独 的 形式 推理 规则 来 代替 
形式 推理 规则 的 模式 ， 在 重 言 式 系统 中 可 以 用 单独 的 逻辑 形式 公 
理 来 代替 逻辑 形式 公理 的 模式 (前 者 见 $ 23, 后 者 见 $ 34)。 至 于 
非 逻 辑 形式 公理 ,也 是 可 以 用 单独 的 合式 公式 来 代 规 模式 的 ， 当 
不 使 用 模式 时 ,就 要 加 进 有 关 的 代 人 定理 作为 推理 规则 ,这 些 情 况 
我 们 不 再 详 述 。 


$57 形式 符号 定义 


数学 或 其 他 演绎 理论 中 的 原始 概念 往往 只 是 很 少 几 个 ， 其 他 
的 松 念 变 由 原始 概念 出 发 逐步 地 定义 出 来 。 这 种 情况 反映 在 形式 
数学 系统 中 , 就 是 要 由 原始 指 词 出 发 , 通过 定义 引进 新 的 指 词 , 即 
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dS ORI 003971815. Din. YE £A RO E I 0,5, 
+, ' 定义 了 < 和 所 等 ; 在 ZF 中 由 《定义 了 C ,nn U, Rel 和 Fun 
等 。 

W % 是 一 个 形式 数学 系统 ,54 是 它 的 形式 公理 系统 ， 又 设 
我 们 通过 定义 D 在 S 中 引进 了 新 的 指 词 。 那么 
1) = = A 
是 说 , A 是 在 9 中 使 用 了 定义 DD 而 推导 出 的 形式 定理 。，5 中 的 
指 词 就 是 F 的 原始 指 词 ,A 中 的 指 词 包括 S“ 的 原始 指 词 以 及 由 
D 定 义 的 新 的 指 词 。 于 是 要 问 ,严格 地 按照 一 阶 逻辑 的 理论 来 讲 ， 
1) 是 什么 意思 ? 

1 A' 是 由 A 把 其 中 的 由 D 定 义 的 新 指 词根 据 D 给 以 替 除 而 
8. y 中 不 包含 这 个 新 指 词 . 我们 可 以 把 1) 看 作 是 表示 
2) S LA 
的 。 可 是 ,以 2) 来 理解 D, 这 是 否 反映 了 在 数学 理论 中 引进 定义 
的 实际 情形 呢 2 在 一 个 数学 理论 中 证 明定 理 , 如 果 这 个 定理 包含 
了 通过 定义 而 引进 的 新 的 概念 ,那么 在 证 明 这 个 定理 时 ,实际 上 是 
否 证 明 一 个 把 其 中 的 新 概念 根据 定义 给 以 替 除 ， 从 而 得 到 的 不 包 
含 这 个 新 概念 的 命题 昵 9 这 就 是 说 , 如 果 把 这 个 数学 理论 形式 化 
而 成 为 形式 系统 Z, 那么 证 明 1) 是 否 实际 上 就 是 证 明 2)? 

如 果 在 合式 公式 中 把 经 过 使 用 定义 而 引进 的 新 的 指 词 都 根据 
定义 替 除 掉 , 从 而 完全 用 原始 指 词 把 它 写 出 ,那么 这 个 合式 公式 将 
会 是 非常 之 长 的 。 而 且 , 实际 上 , 证 明 1) 时 并 不 是 要 证 明 2), 而 
是 根据 1) 中 的 定义 D 确 定 一 个 合式 公式 B, 使 得 证 明 1) 成 为 证 
明 下 面 的 3): 
3) &,Bi—4A 
我 们 要 在 本 节 中 请 明 ， 在 形式 数学 系统 中 使 用 定义 D 引 进 新 的 指 
词 ,这 样 做 法 同 在 它 的 形式 公理 系统 中 增加 形式 公理 B, 从 推理 的 
角度 看 ,效果 是 相同 的 ， 这 就 是 说 , 1) 和 3) 是 等 价 的 ， 因 此 我 们 
可 以 通过 3) 来 理解 1)， 

1) 中 的 定义 D 称 为 形式 符号 定义 .谓词 可 以 用 命题 形式 来 定 
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XL, BECA] ГД ЯЗ Жз BER SIRE E X ARTAR 
词 定义 。 因此 , 在 形式 数学 系统 中 有 五 种 形式 符号 定义 .“ 形 式 ” 
二 字 在 不 至 于 引起 误会 时 可 以 省 路 . 

定义 57.1 d 2 是 一 个 形式 数学 系统 ,2” 是 它 的 形式 公理 
系统 。 在 2 中 引进 形式 符号 定义 DCF): 

DCF) РО, Xa) =B +**» x,) 
就 是 令 


S | 一 A=a | G&A| 
TXF) 


其 中 的 B 即 BG, 7. x) 是 = 元 命题 形式 ，B 中 所 有 指 词 都 在 
S 中 出 现 , FERE SZ 中 出 现 的 ”元 谓词 。 

定理 57.1 设 F 不 在 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 F 和 S 中 的 
指 词 ( 即 S“ 的 原始 指 词 ), 并 设 

[0] ს". %' — Blas teta 4,) > Ela, 4 是 任 一 

a(i = l, +++, n) 的 子 项 . 

那么 

[1] Ft; ^ |—— A (В $^ L– 6:41) 
当 且 仅 当 

[2] Е": #7, VIFGu х,) 9 BG, X,)1 上 А 

证 先 证 [2] 一 >11]. # L" н, 根据 [0] 和 谓词 代 人 定理 ， 
由 [2] 可 得 
(1) 6:97, V[F(x x) B(x 55 x,2]| — &A| 
由 于 F 不 在 S 中 出 现 , 4C CI) 就 是 
(2) SZ, VY[B(x tta х„) — B(5,:::, x2] k &| 
因为 МВС... х) < ВО + +, х,)] 是 重 言 式 , 故 由 (2) 可 得 
[1]. 


其 次 证 [1] ==> (21. 根据 (01, 可 得 

(3) $^, [ЕСО x) — Bfx х,)] 
ჯუ“ 

其 中 的 a,…, а, 是 任意 的 项 ， 由 (3) 可 得 
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(4) £^, VIწCს +++, х„) — BG 5 x,)] 
| [Е (4,759 2,) < B(a ° °> а„)] 
(4) 中 的 a, `: a, 是 任意 的 项 或 项 形式 . 

令 Flan, rtt aj )G æ], k) 是 所 有 在 A 中 出 现 的 以 F 
开始 的 原子 公式 .根据 等 值 公式 的 可 替换 性 定理 ,由 [1] 可 得 
(5) S^, VlF(25, tts Gin) “+ Blans ***5 რი) °° "5 

V[F(ays* 77, аы)  B(255 7775 244)] — A 
H (4) 19 (5) 就 得 到 12]. II 

在 定理 57.1 中 ,因为 DCE) 中 的 BCx，*……，x。) 是 用 来 在 S“ th 
定义 F 的 ,而 S“ EEF” 中 构造 的 形式 数学 系统 , 所 以 应 当 要 求 
Bo 77x) 在 S“ 中 具有 FE 的 以 下 性 质 : 

Flass ar) | Eta, 是 任 一 “ii 一 1 п) 的 子 项 
这 就 体现 为 定理 57.1 中 的 [0]. 

下 面 的 定理 57.2 是 关于 F° 的 ， 在 定理 57.2 中 不 再 需要 假设 
59] ,因为 在 F* 中 项 都 是 存在 的 ， 

定理 57.2 ШЕЖЕ S 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 F 和 S“ 中 的 
1919. 32 

[1] Е. Z [eig A (8l Z — Sii 
当 且 仅 当 

[2] F: 5, VIF, 77, x,) Bu “> "ს x,)] = All 

XX 572 i 9 是 形式 数学 系统 ,2 是 它 的 形式 公理 系统 ， 
在 22 中 引进 形式 符号 定义 Di(f) 和 DC: 

D.(f) კ... x,) == abus ° tX») 

DXf) ICC, >.“ x) maexBCn, +++, x, X) 

就 是 令 
4 e A=a — fal 


S |— А=а.9^ |— б! аА! 
D.D DO) 


ЖЕНШ ბ BD Р(х, eeo x) 是 4 元 项 形式 ,5 中 的 指 词 都 在 SZ 中 
出 现 ; В(х) BI В(х,, cx, x) 是 # 十 1 元 命题 形式 ，B(x) 中 的 
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指 词 都 在 S“ 中 出 现 ; f 是 不 在 SZ 中 出 现 的 = 元 函数 词 。 
定理 57.3 设 上 不 在 S Н, А 中 指 词 包括 t 和 s^ 中 的 
指 词 ， 那 么 
(I), Е": 97 – A (8) ED) 
当 且 仅 当 f 
[2] FF, У[#(х,,+--, x)eb(n, Srey x,)] — 4? 
证 先 证 [21— [ 世 ， 根 据 函 数 词 代 人 定理 ,由 12] 可 得 
CD III; 8:97, VEG + х)", х.) Е GA] 
HT ERES 中 出 现 , 故 (1) 就 是 
O) F"; 97, YL x Dnus. x,)] — 8А] 
HF VI6CX, -- эх.) A ბს.“ х,)] 是 重 言 式 , 故 由 (2) 可 得 
到 [1]. 
其 次 证 [1] 一 > [2]. + 
SU = 6, МЕС ее х, ) bx х,)] 
并 令 a,，*……， а, 是 任意 的 项 。 可 以 得 到 
(3) 9” „Ета A +++ AEtz, = Fas sa) bas a) 
(4) S, (Eta Nte AE1a,) ~ z, TEE ast, а,), 
ონ)ბ(რა“'. რ) სა –“““ 
H (3) 70 (4) 可 得 
(5) S" — S, Ка, გ а„) 
H G) 可 得 
(6) F | 9, Уа, н, a Ebla, а,)] 
(6) 中 的 a, ---, o, 是 任意 的 项 或 项 形式 . 
4 Каа itto а„) 是 所 有 在 A 中 出 现 的 以 f 开始 的 项 或 项 形 
G= 1,55, К), ЕН (17, 根据 定理 20.4, 可 得 
(7) Е*. 9, Мац, +з, an) e blans tes a)l t, 
Кац 2, 85 (ays с, аы] = A 
H (6) Яп (7) SS [2]. II 


1) 符号 一 见 $ 20 中 的 定义 20.1, 
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X38 57.4 EKES 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 上 和 s“ 中 的 
1818). 那么 
(I) LL; S pc Ge L– Sial) 


ЕЕ 

[2] Е": SZ, VEG X„)ლ46(%, x21 F— All 

在 F° 中 项 都 是 存在 的 因此, 关于 L" EN 57.4 中 的 [2] 
比 关于 FU 的 定理 57.3 中 的 (21 有 所 简化 .当然 , 在 定理 57.4 中 
仍 用 定理 57.3 中 的 [2] ,也 是 可 以 的 ， 

下 面 是 关于 形式 符号 定义 DO 的 两 个 定理 

定理 57.5 设计 不 在 97 中 出 现 ,A 中指 词 包括 f 和 S“ 中 的 
指 词 ;并 设 

[0] К”; % (> C172X8(ი, 7.2, x) > Ela, 

G 1,5.) 

那么 

[1] Ее: 9 > A Cn Z L– ёа) 
当 且 仅 当 

[2] Е"; S ,V[f(x x DenxBQus xnyx)] jm А 


定理 57.6 ШЕЖЕ S 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 二 和 SZ 中 的 
指 词 ;并 设 

[0] Е"; % | V3IXLCX, i: x, х) 
352. 

[1] F*: # — А (Fl 92 — бадр) 

D, DO) 

当 且 仅 当 

[2] F*: 97, VIICX, tts Xa) EBC tts Xpo x)] rem АЧ 

定理 57.5 8157.6 的 证 明 与 定理 57.3 和 57.4 的 证 明 类 似 . E 
38 57.6 中 的 [2] 比 定型 57.5 中 的 [21 有 所 简化 ;当然 ,在 定理 57.6 
中 仍 使 用 定理 57.5 中 的 [2] ,也 是 可 以 的 ， 

此 外 , 在 定理 575 中 , 因为 DIC 中 的 xBC%，*…*， x x) 是 
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在 S 中 定义 上 的 ， 而 s^ EE I" 中 构造 的 , 所 以 应 当 要 求 
aBC охо x) VE S? 中 具有 的 以 下 性 质 : 

Еа, 2,) — Eta; G = 1,7, n) 
这 就 体现 为 定理 57.5 中 的 10]。 但 在 定理 57.6 中 , 因为 Z 是 在 
F° 中 构造 的 , 而 在 F° 中 Eva 部 是 重 言 式 , 所 以 要 假设 在 S 中 能 
够 证 明 


VE17xB (x, +++, Xas x) 
这 就 体现 为 定理 57.6 中 的 [0]. 
定义 57.3 XL 乡 是 形式 数学 系统 ,29/ 是 它 的 形式 公理 系统 ， 
在 S 中 引进 形式 符号 定义 Da) 和 Dia): 


ნ,C2) a= aÓ 
Dia) a= аахВ(х) 
就 是 令 


[d ES A= |— SA] 
F Lo AS uS 8 Siw A] 
其 中 的 上 是 由 S“ 中 的 个 体 词 和 函数 词 构成 的 项 ; B(x) 是 一 元 命 
题 形式 , В(х) 中 所 有 的 指 词 都 在 S^ 中 出 现 ; a 是 不 在 S° 中 出 现 
ЫЛ ЖИ. 
定理 57.7 设 :不 在 S“ 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 a 和 S# 中 的 
指 词 ;并 设 
[0] ЕК"; Z |— Ei 
那么 
[1] P 5 Ls A (Rl % L– Sial) 
ЕЕ щ 
[2] F": Z, გ=გ — А 
证 先 证 (21=>L11. 根据 个 体 词 代 人 定理 , 由 [2] 可 得 


(1) F": 6157, amb] L— 6:4| 
HT a 不 在 SZ 中 出 现 , ж (1) 就 是 
(2) F", SZ, b=b p— SA] 
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根据 [0] 和 (б), (2) 可 得 1]. 

根据 定理 20.4， 就 可 以 由 [1] 得 到 [21. || 

在 定理 57.7 中 ,因为 D(a) 中 的 > 是 用 来 在 97 中 定义 a 的， 
而 ^ REF 中 构造 的 , 所 以 应 当 要 求 上 在 92 中 具有 a 的 以 下 
人 性质: 

H| Eta 

也 就 是 要 求 在 F 中 能 证 明 2 的 存在 性 ， 这 就 是 定理 57.7 中 的 
[0]. 

下 面 的 定理 57.8 是 关于 F* 的 ,在 定理 57.8 中 不 再 需要 假设 
[0], 因 为 在 F* 中 项 都 是 存在 的 ， 

定理 57.6 йа 2-# 57 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 a 和 SZ 中 的 
指 词 ， 那 么 

[1] Е: 6 b A (9) Z [— @A|) 
当 且 仅 当 

[2] L". Z, amb — AI 

下 面 是 关于 形式 符号 定义 Оа) ШЕШ. 

定理 57.9 设 :不 在 S 中 出 现 ,A 中 指 词 包括 + 和 S“ 中 的 
指 词 ; 并 设 

[0] F%(F°): s L– anxB() 
那么 

[1] F%(F°): 5 душ (s = © А) 
ЕШ 

[2] Е*'(Е*); Z, Yx[amx« BG] |— All 

定理 57.9 包括 关于 FE” ЯП F* 的 两 个 部 分 。 这 个 定理 中 的 [01 
讲 到 91X8CX), CRE EB). BA Da) 中 的 ?xB(x) 是 用 来 
在 S^ 中 定义 个 体 词 :的 ,而 E!a BERA RR S EER” h 
LEEF 中 构造 的 ,都 不 一 定 能 够 在 SZ 中 证 明 EBO), CAE 
溪 变 作 这 个 假设 ,这 就 是 定理 57.9 中 的 (901, 
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附录 (一 ) 命题 量词 


谓词 逻辑 ( 指 一 阶 谓词 逻辑 , I, s 15—S 19) 中 的 约束 变 元 是 
约束 个 体 变 元 ,量词 是 个 体 量 词 。 如 果 令 x y, z 等 是 任意 的 约束 
命题 变 元 , 那么 由 之 构成 的 量词 (Vx) 和 (ах) 就 是 命题 量词 ， 

命题 量词 和 个 体 最 词 在 写法 上 有 所 不 同 . 个 体 量词 Vx 和 3x 
RPM, BARA (ух) Яп (ах) 是 带 括 绝 的 ,因为 下 面 有 合 
HAA (Vx)x, 在 这 个 合式 公式 中 量词 需要 带 括 弧 。 

我 们 来 构造 包括 全 称 命题 量词 的 命题 逻辑 PV, 

PY 的 符号 是 由 了 的 符号 把 一 换 为 Y，(, ) 和 一 个 无 穷 序列 的 
约束 命题 变 元 而 得 . 

PY 的 形成 规则 有 以 下 三 条 : 

(任何 单独 一 个 命题 词 是 合式 公式 。 

Gi) 如 果 X 和 了 是 合式 公式 , 则 (IX Y 是 合式 公式 ， 

Qi) 如 果 XCp) 是 合式 公式 ，p 在 其 中 出 现 , x 不 在 其 中 出 现 , 则 
(vx)X(x) 是 合式 公式 . 

PY 的 推理 规则 有 (6e )，(z)，( 一 -)，( 一 +)，(-p) 和 下 面 的 
(V-), (V4) ЖБЖ: 

(v-) Сух)А(х) F— A(B) 

(V4) WRT — Alp), P 不 在 工 中 出 现 

WT H (AG) 

下 面 讨论 PY 和 P 的 关系 、 

E PY 中 可 以 如 下 地 定义 门 ; 

pv(f) {= Vx)x 

DY(™) "ПАА >f 

= А — (Vx)x 

DY(t) tal 
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=н ә f 

—a(Vx)x — (Vx)x 
然后 可 以 在 PY 中 证 明 卫 的 所 有 推理 规则 ,因而 证 明 卫 的 所 有 推理 
关系 。 要 求 在 PY 中 引进 DY( 一 ) 后 证 明 的 卫 的 推理 规则 就 是 (一 ) 


一 条 B] 
ШЖ Г, A-(Vx) — B, B + (Vx)x 
ШГ [~ A 
证 
(0 T 
(2) | А — (Ух)х 
(3) 8 假设 
(4) B —> (Vx)x 假设 
(5) (Vx) (4)(3)(—-) 
(6) A (5)(У-.) 
C) A--(Vx)e* > A (6) ) 
(8) А CQ) 
# ი) 2 X V: 


D(V) (WVx)A(x)=a [AG — ACE) 
—a M A(p- р) > AC — p))] 

然后 在 P 中 可 以 证 明 PY 的 所 有 推理 规则 ， 因 而 证 明了 P 的 所 有 推 
理 关系 ， 要 求 在 P 中 引进 DCY) 后 证 明 的 PV 的 推理 规则 是 (Y-》) 
ж СУ.) 两 条 ,也 就 是 

(V) —[A(p—p)— —A( N (p—p))] | 4(8) 

(V4). 如 果 工 L– А(р), p 不 在 工 中 出 现 

ДГ $ IAC р) =» 7ACY- р))] 

它们 的 证 明 如 下 . ЙЕ СУ) 时 还 要 用 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 Æ AC), BHC, 

А(В), AB) | 一 АСС) 
证 
(1) ACB) 
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(2) ACIB) 


(5) C—B 

(4) B— C G) ri P* 

G) A(B)—A(C) (4) 等 值 公式 可 替 坎 
性 定理 

(6) ACC) (5)(1)(<—=-) 

(7) С++ 3B 

(8) АСС) f (6) 

(9) (C——B)V(C— D) 由 P* 

(10) A(C) (6)C8 1 


上 面 的 证 明 中 用 到 P* 中 的 推理 关系 , 这 是 可 以 的 , 它们 在 P 
中 都 是 可 以 定义 和 建立 的 ( 见 13), 


Ў (У) 

(1) TAC > р) > NANG  p)1 

(2) A(p— p) (11 ВР 
(3) AG> p» 同上 

(4) A(B) QGAN 


证 (vi) Г — A(p),P 不 在 中 出 现 .就 有 IT F— А(р) 

的 形式 证 明 

Г, — Aste, I, | А, 
Яг, ÆT, A. 是 A(p)，、 令 Ai 是 由 Ti 把 其 中 各 合式 公式 C 
KA SCR XE B = S38.pAij(i 一 1,-…,n)， 由 于 P 不 
TET BUD, 中 出 现 , # Au = Г, 一 下， 可 以 证 明 ( 施 归纳 于 六: 

A, — Be А, | B, 
ЖГ L- A(p—p) 的 形式 证 明 . 类 似 地 可 以 证 明 T — ACH (p 
p))。 于 是 可 得 

Г — Ap р) > mA — р))1 

XERUESRT (Y+). І 
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附录 (二 ) #1 JE uE HB 


我 们 要 定义 余 形 证 明 ， 并 证 明 可 以 写 出 一 个 斜 形 证 明 来 证 明 
形式 推理 关系 的 成 立 。 

我 们 选择 了 来 证 明 这 一 点 。 在 其 他 的 逻辑 演算 中 证 明 是 类 似 
的 ,可 能 比较 繁琐 ,但 不 会 有 实质 此 的 区 别 . 

在 斜 形 证 明 中 写 出 合式 公式 时 ， 有 所 谓 向 左 和 向 右 移动 一 段 
距离 ， 我 们 任 取 了 中 的 一 个 符号 ,把 它 写成 空格 

口 

的 样子 ,来 表示 这 个 左 移 或 右 移 的 距离 ,这 样 就 使 得 斜 形 证 明 中 的 
合式 公式 ,连同 在 它 左 方 的 若干 个 空格 一 起 ,成 为 F 中 的 公式 ， 

我 们 还 令 n A (> > 0) 表示 

D: . D À 
TES 

下 面 我 们 先 要 定义 一 系列 的 概念 ,然后 由 之 定义 斜 形 证 明 ， 

定义 1 nA 称 为 斜 形 证 明 公式 ， 

п n АШ ЕШ, 

A 称 为 >A 的 无 更 公式 ， 

序列 Ais 7-5. An 称 为 序列 AA... k.A, 的 无 距 公式 序列 . 

我 们 要 讨论 的 斜 形 证 明 公式 的 序列 总 是 不 空 而 有 穷 的 。 

定义 2 余 形 证 明 公 式 序列 = As 十 (ხელო X5 &— 1A, 
VOS. 

斜 形 证 明 公 式 序列 п Ai treo n А, 称 为 垂直 的 ，* 是 它 的 左 
E. 

EXI — SUEUBIAXJETIL Z HARRAK ERER ИЖ 
有 和 斜 形 证 明 公式 序列 E, Zelk 之 2), 使 得 

E= Z, k 
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Жр Z,,---.x, 由 以 下 的 [1] 一 [4] AEA (5143 BUR Е I I): 

II) 2, 是 倾斜 的 。 

[2] WREG 一 1 一 1) 是 倾斜 的 , 则 2+: 是 垂直 的 ， 
并 且 Zu. WEES 2, 中 最 后 一 个 公式 的 左 距 让 同 ， 

[3] WẸ 2,7 —1,--, £— 1) 是 垂直 的 ， 则 2, 可 以 是 
倾斜 的 ,这 时 Eta 中 第 一 个 公式 的 左 工 等 于 忆 的 左 距 加 1; 2,ი 也 
可 以 是 垂直 的 ,这 时 Sa WEEST X; 的 左 距 减 1. 

[4] х, 是 垂直 的 ， 

Bitto Z, 称 为 了 的 分 解 . 

具有 斜 形 证 明 形 式 的 斜 形 证 明 公 式 序列 有 唯一 的 分 解 . 

EX4 设 瑟 ,…，2x 是 具有 斜 形 证 明 形式 的 斜 形 证 明 公式 
EFIRDA ZCG 1.-.4) 称 为 3 中 的 前 提 序 列 ， 如果 它 
是 倾斜 的 ; 3;(i 一 1 #) 称 为 了 中 的 结论 序列 ,如 果 它 是 垂直 
的 。 

EXS 设 具 有 斜 形 证 明 形式 的 余 形 证 明 公 式 序列 卫 分 解 为 
РЫНЫН Zot 2,C nci EET қ) 是 > 中 的 一 个 结论 序列 ， 

II) 由 2， ,Zi 中 除去 以 下 两 类 和 斜 形 证 明 公式 : 第 一 
类 斜 形 证 明 公式 的 左 距 大 于 3 的 左 距 , 第 二 类 斜 形 证 明 公 式 的 后 
面 有 左 距 小 于 它 的 左 距 的 斜 形 证 明 公式 〈 这 两 类 可 能 有 共同 的 部 
分 )， 剩 下 的 斜 形 证 明 公式 序列 称 为 3; 在 中 的 可 用 鲜 形 证 明 公 
式 序列 ,或 简称 为 2, 的 可 用 斜 形 证 明 公式 序列 ， 

[2] 在 Zi( 在 中 ) 的 可 用 斜 形 证 明 公式 序列 中 再 除去 不 来 
属于 的 结论 序列 的 斜 形 证 明 公 式 ， 所 剩 下 的 和 斜 形 证 明 公 式 序 列 
称 为 3 在 3 中 的 前 提 序列 ,或 简称 为 Z, 的 前 提 序 列 . 

一 个 结论 序列 的 可 用 斜 形 证 明 公式 序列 和 前 提 序 列 也 分 别称 
为 这 个 结论 序列 中 各 斜 形 证 明 公式 的 可 用 斜 形 证 明 公 式 序列 和 前 
EFJ, 

ЙІ arè 

A, 
ОА, 
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也 就 是 X == 0А,, ТА,, 243, 3A4, 3As, 3A44,2A-,2A., 145 2A, 2A, 
2А, lAn 1А 045; 则 了 是 具有 和 斜 形 证 明 形 式 的 斜 形 证 明 公式 
序列 ,3 的 分 解 是 

Zis Х,, ES У, Уз, 265 275 28 


其 中 
Zy 0A, 14), 245, ЗА, 《前 提 序列 》 
У = 3As, ЗА, 《结论 序列 ) 
>; = 2A, 2A. 《结论 序列 》 
2, = 1А, 《结论 序列 ) 
E; 一 2Alo (前 提 序 列 》 
Ze = 2Ац, 2А 《结论 序列 ) 
Хз = 1As, 1Аң 《结论 序列 》 
Zs = 0A; (结论 序列 》 


例如 , ?As 的 可 用 和 斜 形 证 明 公式 序列 是 0A1, 1A;, 2A3, 2А; 2А, 的 
前 提 序 列 是 0A 145, 2A, 2А„ BS REB SDEUEBS A AUF PU 04), 
ІА,» ІА, 2А. 2Au; 它 的 前 提 序 列 是 0А,, IA» 24, 

XX6 设 具有 斜 形 证明 形 式 的 斜 形 证 明 公 式 序列 了 分 解 为 
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Zio. XQ ERA ERA) 一 个 斜 形 证 明 ， 如 果 瑟 的 各 结论 序 
IEG 一 2，…，4) 中 的 每 个 斜 形 证 明 公 式 п A 满足 以 下 七 个 条 
件 之 一 : 

[1] зА 属于 了 的 可 用 斜 形 证 明 公 式 序列 (相当 于 《6)). 

[2] 762, pA аВ,,---, nB, 出 现在 nA 之 的 ,使 得 

F; მც... B, — А 

成 立 ( 相 当 于 (z)). 

13) Zi 是 中 的 结论 序列 (2,-, მს 2:06 4 #8 n + 1), 
Zi-, 的 前 提 序 列 中 最 后 一 个 斜 形 证 明 公式 是 (ი + 1) ПА, X H 
有 两 个 八 形 证 明 公式 (a + 1)B 和 (s + 1) 18, 并 且 zA 是 总 的 
第 一 个 余 形 证 明 公式 (相当 于 (一 )). 

(4) #8, 使 得 2, 的 前 提 序 列 是 (" 一 1) IB A], n B GA 
当 于 (一 -)). 

[5] Zi 是 2 中 的 结论 序列 (2 的 左 距 当然 是 n 十 1), 有 
B 和 C 使 得 3- 的 前 提 序 列 中 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 是 (x 十 1)B， 
2, 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公式 是 (ი 十 1)C, 并 且 A 一 B->C,nA 
是 元 的 第 一 个 斜 形 证 明 公 式 ( 相 当 于 (->+))， 

[6] 了 的 前 提 序列 是 *YxB(x)， 厕 л A 就 是 xBla) (相当 于 
(v). 

[7] х, RUÉUERHA о В(а) #6 ი A Z BUS EL, а 不 在 X, 
的 前 提 序 列 中 出 现 , Пп л A Е лу X8(X) (48% T (2). 

定义 7 如果 了 是 一 个 斜 形 证 明 ， 了 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 
式 的 无 距 公 式 是 A, Z 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 的 前 提 序 列 的 无 
距 公 式 序列 是 工 , 则 卫 称 为 形式 推理 关系 工 [— A WAKER. 

定理 1 如 果 存 在 T 广 A RREH ШГ | 一 A, 

证 iz xE Tr = А 的 一 个 斜 形 证 明 , 分 解 为 РУР ЫШЫ Z: 
CL> 2)， 如 果 能 证 明 下 面 的 (1): 
G) 如 果 EG = 1)“ "-ს k) 是 中 的 结论 序列 , >, 的 前 提 序 列 的 

无 距 公 式 序 列 是 荆 , 则 对 于 吾 中 任何 斜 形 证 明 公 式 的 无 中公 

AB, 部 有 Ti F— В, 


415, 


那么 就 证 明了 定理 1. (1) 的 证 明 是 施 轨 钠 于 i 

Ж: ¿= 1。 由 定义 3 和 定义 4, 3 不 是 结论 序列 , IL (12 
成 立 . 

归纳 ， 设 对 于 1,…, G< D () Bk. 4 Xu 是 3 中 
的 结论 序列 : 


Zam nAn t’ n A, 

Zin 的 前 提 序 列 的 无 距 公 式 序列 是 Tas, 现在 要 证 
Q) Гы К— A G-1,:55) 
(2) 的 证 明 是 施 归 纳 于 j. 

基 始 : j 1, nA 有 以 下 五 种 情形 , 依次 相当 于 定义 6 中 的 
[1], [3], [4], [5], (6), 

第 一 种 情形 ， თ A! 属于 Zia 的 可 用 斜 形 证 明 公 式 序 列 . n^, 
可 以 属于 Zin 的 前 提 序 列 , 也 可 以 属于 在 >, 之 前 的 某 一 结论 序 
列 ， 这 个 结论 序列 的 前 提 序 列 包含 在 >, 的 前 提 序 列 之 中 。 在 前 
一 种 情形 , (2) 是 显然 成 立 的 。 在 后 一 种 情形 , 据 ( 施 归 负 于 i 的 》 
归纳 假设 ，A, 能 从 这 个 结论 序列 的 前 提 序 列 的 无 距 公式 序列 推 
E. В (х), Ж] (2). 

第 二 种 情形 , 3; 是 3 中 的 结论 序列 , >, 的 左 距 是 > + 1,2, 的 
前 提 序列 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 是 (> + 1) 7A, Z, HARE 
证 明 公式 (о + 1)B Я (о + 1) 了 7B， 这 样 , 3; 的 前 提 序 列 的 无 距 
公式 序列 是 了 is 了 Al。 根据 ( 施 归 纳 于 i 的 ) 归 纳 假设 , 有 

T ПА, F— B, B 

由 之 可 得 〈2). 

第 三 种 情形 ,有 B, 使 得 > A 的 前 担 序列 是 (s 一 1)[B 一 A]， 
nB, XE, 显然 (2) 成 立 . 

第 四 种 情形 , 3; 是 了 中 的 结论 序列 , X; WEEE n 十 1, 有 8 
和 C, 使 得 >; 的 前 提 序 列 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公式 是 (x + 1)В, 
3; 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 是 《 十 1)C, 而 A, == B— С, 这样， 
2; 的 前 提 序 列 的 无 虐 公 式 序 列 是 Ti+t， В, 根据 ( 施 归 纳 于 i 的 ) 
归纳 假设 ,有 | 
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DI. B к= S 


由 之 可 得 
Tu — BC 
这 就 是 (2). 
ЖЕЛЕНИ, X. 的 前 提 序 列 是 nVxB(x), 而 A, 就 是 8C). 
Ж, (2) 显然 成 立 。 


到 此 我 们 完成 了 (2) 的 证 明 ( 施 归纳 于 力 中 的 基 始 部 分 . 
归纳 : Ж 
Ta I Арс Ар G= 1... 1) 
已 经 成 立 ,要 由 之 证 明 
(3) II — Аы 
由 于 #4, 不 是 Zu PHRSR ERAR, Wow DUE 
的 五 种 情形 ,依次 相当 于 定义 6 中 的 [1], [2], 141, 161,171. 
第 一 种 情形 , n Aia 属于 Zia 的 可 用 斜 形 证 明 公式 序列 。 这 
样 ,《3) 的 证 明 与 上 面 基 始 部 分 的 第 一 种 情形 中 (2) 的 证 明 相同 . 
第 二 种 情形 ， 在 Xia 中 有 nB,':,nB, fn А 之 前 出 现 ， 
使 得 


(4) Bs. В, 一 Арна 
由 ( 施 归 纳 于 i 的 ) 归 纳 假设 ,有 
(5) Гн к B, Bm 


H (4) 和 (5) 可 得 (3). 

第 三 种 情形 与 上 面 基 始 中 的 第 三 种 情形 相同 ， 第 四 种 情形 与 
上 面 基 始 中 的 第 五 种 情形 相同 

第 五 种 情形 , 在 Zim HE n В(а) 在 n Aja 之 前 出 现 ，a 不 在 
Zin 的 前 提 序 列 中 出 现 , 而 Ana 一 YxB(z)， 这样, 由 〈 施 归纳 于 
i 的 ) 归 纳 假设 ,有 

Tin F— Bla) (a RE Ta HHR) 
由 之 可 得 
Гы F— VxB(x) 

XE (3). 


m 


到 此 完成 了 《2) 的 证 明 ( 施 归纳 于 7 中 的 归纳 部 分 . 

BEH GERAT 7) 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 《2)， 由 《2) 和 
WHAT i 的 基 始 部 分 , 就 证 明了 《1)。 || 

为 了 证 明定 理 2 (定理 1 的 逆 定 理 ), 需 要 作 一 些 准备 ,并 要 通 
过 例子 来 说 明证 明 的 方法 . 

设 序列 
1) LAT А, 
JÉXTTL— A 的 一 个 形式 证 明 CL RET, A 就 是 A,)，1) 往 
往 可 以 在 其 中 划 去 某 些 项 而 使 得 由 留 下 的 项 构成 的 序列 仍然 是 关 
FT ~ A 的 形式 证 明 。 这 种 化 简 的 手续 可 以 如 下 地 进行 ， 从 
1) 的 最 后 一 项 P, — A, 开始 ,如 果 T, I— A, 是 由 下 中 的 第 一 
类 推理 规则 (€ ), (~>-),《v-) 直接 生成 的 , 那么 可 以 把 1) 中 的 
T, - Att Г, к- As 都 划 去 , 留 下 的 一 项 r, — A, 就 
构成 关于 它 自己 的 形式 证 明 ， 如 果 Г, — A, 是 应 用 下 中 的 第 二 
类 推理 规则 (т), Ca), 《一 +),《V+) H 1) 中 在 它 前 面 已 经 生成 的 
推理 关系 ,例如 是 由 1) й T; I— А, SIT; — AG, j < n) E 
成 的 ,那么 在 1) 中 保留 Г, I— A; 和 T; I— A,, 再 检查 这 两 个 推 
理 关系 是 由 万 一 类 的 推理 规则 生成 的 ， 如 果 它 们 是 由 第 一 类 推理 
规则 生成 的 ,就 把 1) 中 其 余 末 检查 到 的 项 全 部 划 去 ; 妇 果 它们 之 中 
有 应 用 第 二 类 推理 规则 生成 的 ,就 按照 方才 所 说 的 方法 继续 检查 ， 
这 样 进行 下 去 ,直到 所 检查 的 1) 中 各 项 都 是 由 第 一 类 推理 规则 生 
成 为 止 ， 把 在 上 述 过 程 中 所 没有 检查 到 的 1) 中 的 项 都 划 去 , 留 下 
的 序列 显然 仍然 是 关于 L– A 的 形式 证 明 , 我 们 称 之 为 已 经 化 
简 的 形式 证 明 . 

显然 ,如 果 在 一 个 关于 『[ — А 的 已 经 化 简 的 形式 证 明 中 再 
划 去 任何 一 个 项 ,那么 所 留 下 的 序列 就 不 再 是 关于 『 L-- А 的 形 
AERA. 应 当 指出 ,这 里 所 说 的 一 个 关于 T F— А 的 形式 证 明 已 
经 化 简 , 并 不 是 说 不 可 能 找到 长 度 ( 即 形式 证 明 中 的 项 的 数目 , 也 
就 是 1) 中 的 #) 比 它 的 更 小 的 形式 证 明 。 

下 面 我 们 给 出 关于 
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Yx[ TAC) = B(z)], Ух[В(х) —> C(x)] | 一 Ух[С(х) > AG] 
的 一 个 已 经 化 简 的 形式 证 明 , 它 由 以 下 的 2)— 16) 构成 : 
2) Vx[—A(x)— B(x)], Vx[B(x) > 一 CCx)]， С(а), пА(а) 
| 一 Yx[ 1А (х) — В(х)] 
3) Vx[—AG(x) > B(x)] 
[一 —A(a) -> BG) 
4) Vx[^1A(x) — B(x)], Vx[B(x) > C(x)], С(а), 1A(a) 
|= —A(a) > В(а) 
5) VXI 14(X) — В(х)], Vx[B(x) 一 71€(x)], CG); 一 A(Ca》 
H| Ala) 
6) TAa) > В(а), Ala) 
= В(а) 
7) Vx[AA(x) — В(х)], Vx[B(x) > 36601, Ca) ,一 A(a) 
— B(a) 
8) Vx[ AQ) -> BG], Vx[B(x) > Cx) 1, CQ), TAa) 
| vx[B(x) —> 7€(x)] 
9) Vx[BGO > —C(x)] 
— В(а) — Cla) 
10) Vx[—A(x) — B(x)], Vx[B(x) -> —C(x)], Cla), 一 A(a) 
| 一 Ba) = Cla) 
11) Ва) ~» 1C(a), В(а) 
— aca) 
12) VXL-14(X) — В(х)], Vx[B(x) > —1С(х)], C), TAa) 
| €) 
13) | Vx[71A x) — B(x)], Vx[B(x) > —C(x)], С(а), TAG) 
L– cla) 
14) Vx[3A(x) > B(x)], VxIBGO > 71021, С(а) 
| AG) 
15) Vx[^A(x) — В(х)], VXL8CX) > 710601 
L– CQ) > AG) 
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16) VXL  14CX) — B(x)], VxLB(O ~» 710()1 
К— VXIC(X) — А(х)] 
这 个 已 经 化 简 的 形式 证 明 可 以 写成 下 面 的 树 的 形式 : 
2X6C) 3XV-) 


юе) 90у) XQ) 5XC 9c 
A p 


10)(7) 7)(7) 11X(>-) 
pa 
13)(6) pä 
11) 


152.) 


16)(Уь) 


我 们 来 分 析 由 形式 证 明 写 成 的 树 ,或 者 就 说 形式 证 明 的 树 . Е 


中 由 第 一 类 推理 规则 生成 的 推理 关系 构成 树 中 的 树 尖 ， 故 F 中 有 
(6) #0, (—-) т (У) 型 三 种 类 型 的 树 尖 ， 下 中 由 第 二 类 推理 
规则 生成 的 推理 关系 构成 树枝 , 故 F 中 有 (r+) 型 , CO E, C) 


BU» QV.) 型 四 种 类 型 的 树 校 。 每 个 树枝 有 一 个 枝 根 和 一 个 或 几 
个 枝 尖 ; 核 尖 可 能 就 是 树 尖 ,但 不 一 定 ， 这 些 名 词 我 们 不 再 给 出 严 


格 的 定义 ， 


上 面 树 中 的 树 尖 是 2), 3), 5), 6), 8), 9), 11) 和 13); 树 中 
有 七 个 树枝 ,它们 各 有 哪些 枝 根 和 核 尖 都 是 朋 显 的 ; 16) 是 树 根 。 
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我 们 要 证 明 , 如 果 1) III 
Г, А +... Г, — A, (80 Г | А) 
是 关于 工 | 一 A 的 已 经 化 简 的 形式 证 明 , 那 么 可 以 根据 它 构造 出 
一 个 关于 工 [— А 的 斜 形 证 明 ， 构造 的 方法 是 从 树 根 (假设 已 经 
把 1) 写成 树 的 形式 ) 出 发 ,根据 1) 经 过 以 下 的 过 程 构造 出 车 于 个 
斜 形 证 明 公式 序列 
17) Z8 X, 


#26199819 Г, [— А, 构造 X. #65, 假设 1) 中 的 = > 1, 8 
BAT, — A, 为 枝 根 的 树 校 在 X, 的 基础 上 构造 xu 在 根据 某 
一 树 核 构造 了 z, 之 后 ,如 果 所 根据 的 这 一 树枝 的 核 尖 中 还 有 不 是 
树 尖 的 , 那么 , 在 树 中 总 还 有 以 它 为 枝 根 的 树枝 ,这 样 就 再 根据 这 
个 树枝 在 2, 的 基础 上 构造 Zu (i < k), 这 样 继续 下 去 ， 最 后 构 
ЖХ, 这 时 所 据 以 构造 出 >, 的 树枝 的 全 部 枝 尖 都 是 树 尖 。 至 
此 , 树 中 的 全 部 树枝 都 已 用 到 , 

以 上 所 构造 的 X,, tt X. 一 般 并 不 是 斜 形 证 明 , 而 只 是 具 
有 舍 形 证 明 形式 的 斜 形 证 明 公式 序列 ; 但 Z, EREI, 而 且 就 
是 关于 工 К— А 的 斜 形 证 明 ， 

下 面 我 们 以 2) 一 16) 这 个 形式 证 明 为 例 ， 来 前 明 在 原则 上 怎 
样 构造 17) 中 的 Zotte Z. 为 了 写 起 来 方便 , 我 们 把 2) 一 167 
各 推理 关系 写作 


T; = А; G-2,-, 16) 
首先 ， 根 据 16) 构造 2, 然后 根据 树 中 的 七 个 树 校 构 造 出 
Ecco Zs。 这 样 ,对 于 上 面 例子 中 的 形式 证 明 来 说 ,所 要 构造 的 


17) 中 的 《等 于 8。 现在 我 们 来 逐步 构造 Xi con 34, 然 后 加 以 说 
BH, 


Vx[1ACx) — B(x)] l 
х, IVx[BGO — 6601 і * 
L]Vx[C(x) > AG) А, 


x< 
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DP 


Z3 


5, 


25 


Yx[ A(x) — B(x)] 
口 Yx[B(x) — C(x)] 
ж +[]C(a) — А(а) 
Омх[С(х) — А(х)] 
Ух[7лА(х) — В(х)] 
L MXI8CX) — 16691 
L IL IC(2) 
口 A(a) 
口 C(a) — Ala) 
L]Vx[C@) > AGOT 
Vx[71A(x) -> B(x)] 
Dvx[B(x) — C(x)] 
LICIC(2) 
LICILI”14#C2) 
LIL IL ICC2) 
ООО 6) 
口 口 A(a) 
ca) 一 A(a) 
L1Vx[C(x) -> А(х)] 
Vx[A(x) -> B(x)] 
DVx[B(x) > —1С(х)] 
L ILICC2) 
口 口 口 ”A(a) 
DJLJD)C(a) 
О00в(а) > CC) Aw 
串口 口 BCa) 
DOODO™C(a) 
口 
D 
口 


Ais 


+ 


As 


* + 
* + 


DAC) 
C(a) — A(a) 
Vx[C(x) — А(х)] 
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]r.mr, 


pns 


Aus 


15) 


16XV+) 


As 
IV 
10 
An | 


15)(—) 


8 Г წ) T 


Аз 


To BP I; ВПГ, 


n 


Au წ) An 
10) 7) 


"d 
ს რ 


11) 


x. 


х, 


ж + 


Ух 3A) — BGOT 
Dlvx[ BG) — C(x)] 
imm e Cy) 

DD^4G) 

]C(a) 

Bla) -> C/3) 
己 口 一 A(a) 一 B4a) A, 
DA) 

]B(a) 
口 口 一 c(a) 

OAG) 

С(а) — A(a) 

LIVx[ C(x) — А(х)] 


ооооооооо 


Vx[1A(x) > В(х)] 
口 Yx[B(x) 一 一 CCx)] 
口 口 cGa) 
口 口 口 一 A(a) 
ПО0<(а) 
DOTB) — “1CC2) 
LI 
LI 


VXL-:4CX) -— BCx)] 
DOO TA(a) > В(а) 
日 口 口 了 A(a) 

LIL IC 18(2) 

ПЛ ICC) 

口 口 A(a) 

Oela) > А(а) 

L IVXICCX) — А(х)] 


L BRT; BUT, 


T 
At 


AS BD A; 
4) 5) 6) 
AN A 


NIZ 
7)(т) 


Г, Rp T, 


ABD Г» 
As FD A, 


2) 3) 


4G) 
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Vx[ 1A(x) — B(x)] 
[ДУх[В(х) > “1C(X)) 
LIL ICC) 
Ë] ]1A(a) 
onca) 
DJLIVx[BG) > <CC)) А, ВГ, 
]B(a) > ^1С(а) As BI Ay 
Ovx A(x) -> В(х)] 
LI 14C) 一 B(a) 
[JAG 
CBCa) 8 9 
DG) V 
А(а) 10; 
CCa) — A(a) 

LCIMVXICCX) -> А(х)] 

上 面 所 构造 的 3,，,*…, Zs 中 , 左 方 标 有 “十 ”的 斜 形 证 明 公 式 
是 由 ;构造 244 时 加 进 的 公式 (i 一 1) ---,7), 76 ფც.. ,37 中， 
左 方 标 有 " *” 的 斜 形 证 明 公 式 称 为 被 注视 的 ， 由 3; 构 造 y. G= 
1 …… 7) 时 ,要 在 3; 的 最 后 一 个 被 注视 的 斜 形 证 明 公 式 的 前 面 
МА Хн 中 标 有 "十 ”的 斜 形 证 明 公 式 。 由 2, 构造 2, 时 所 根 
据 的 树枝 就 是 写 在 各 xus 右 方 的 BU. 

现在 我 们 来 一 般 地 说 明 , 给 出 了 关于 工 — А 的 已 经 化 简 的 
形式 证 明 1) 即 

I, = Att’ T, = A, (BH T к А) 
之 后 ,怎样 构造 出 前 面 所 说 的 yu... Da 
Г, ~ B,，……, B. 则 令 
X, = 0B... (r 一 1)В,, (+ 一 DA, 
UR DJÉTSSHRXU, ШФ 2, = ОА, 这 样 我 们 由 Г, — A, 构造 
Y X. 
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Ts 即 Г» 


+ 
LI 


A 


IL) D 


LI LI а) 


ооооооо 


如 果 I, — А, 是 树 尖 , 则 我 们 规定 >, 中 没有 斜 形 证 明 公式 
是 被 注视 的 ;这样 , >, 就 是 所 要 构造 的 关于 了 | 一 A 的 斜 形 证 明 。 
这 时 形式 证 明 1) 的 长 度 等 于 1， 前面 的 克也 等 于 1。 如 果 
Y, — A, 不 是 树 尖 , 则 规定 x, 中 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公式 是 被 
注视 的 。 

在 马 中 还 要 规定 它 的 最 后 一 个 位 形 证 明 公 式 (> 一 1) A, 《或 
0A,) 对 应 于 形式 证 明 1) 中 的 最 后 一 项 ， 邵 推理 关 # T, — A, 
(或 К— А,), 

不 难看 出 ,对 于 2, 以 下 的 (11—157 是 成 立 的 : 

[1] >, 具有 斜 形 证 明 形 式 ， 

[2] х, 的 结论 序列 中 的 斜 形 证 明 公式 都 对 应 于 1) 中 的 一 个 
推理 关系 ， 斜 形 证 明 公式 的 前 提 序 列 的 无 距 公 式 序列 就 是 所 对 应 
的 推理 关系 中 的 形式 前 提 ， 斜 形 证 明 公 式 的 无 距 公 式 就 是 所 对 应 
的 推理 关系 中 的 形式 结论 . 

[3] Zz 中 被 注视 的 斜 形 证 明 公式 都 在 X. 的 结论 序列 中 , 并 
且 被 注视 的 斜 形 证 明 公式 所 对 应 的 推理 关系 不 是 树 尖 ， 

[4] ХУ, 的 结论 序列 中 的 不 被 注视 的 斜 形 证 明 公式 都 满足 斜 
形 证 明定 义 中 的 [1] 一 [7] 之 一 。 

[5] Z, 中 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 的 无 距 公式 是 A( 即 A,)， 
最 后 一 个 斜 形 证 明 公式 的 前 提 序 列 的 无 距 公 式 序列 是 工 ( 即 IV). 

如 果 形 式 证 明 1) 的 长 度 о > 1, 则 在 构造 了 3 之 后 还 要 构造 
3; 等。 我 们 假设 已 经 构造 了 3,，*…*, 3;, 并 假设 对 于 XZ. 0, 2, 
以 上 的 [1] 一 [5] 者 成立， 下面 来 构造 了;4,。 这 时 ,3; 中 必 有 被 注 
视 的 斜 形 证 明 公式 ， 否 则 2, 就 是 4、 因 而 不 要 再 继续 构造 х, 
了 。 取 3; 中 被 注视 的 斜 形 证 明 公 式 中 的 最 后 一 个 , 设 为 0; A4, 并 
18 ი, A; 所 对 应 的 1) 中 的 推理 关系 是 

T; ~ А; 
ВА Г; — A; 是 某 一 树枝 的 梳 根 ,这 有 四 种 可 能 的 情形 , 

第 一 , T; 上 А, E G) 型 树枝 的 枝 根 。 那么 在 1) 中 ,在 
Г, — A, 之 前 , 有 这 样 的 m 十 1 个 推理 关系 : 
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T;i— B, 


0, L– 8, 
B,*……, Bm ~ А; 
作为 这 个 树枝 的 枝 尖 ， 我 们 用 序列 
ni Bi to nj Bms ni Àj 
代替 X; ch л; Ais MIE Zaa RIIIE ni Bitto niB, 分 
别 对 应 于 1) 中 的 推理 关系 了 К_ Bo cc T; | 一 მა; 并 规定 ， 
nj BCs 一 1,+++,т) 是 否 被 注视 ,由 它 所 对 应 的 Ti — B, 是 否 不 
ERRE nA 仍 对 应 于 Ti — Ans B n; A; TE T, I 中 不 再 被 注 
M, 
第 二 , Гу I— A; ECCO 型 树枝 的 枝 根 。 那么 在 1) 中 , 在 
Г; — A; 之 前 ,有 这 样 两 个 推理 关系 : 
Г;, TA; — В 
Ij “A; — ^B 
VEA BHO EE, ERARE, RAFA 
(2; + 1yA;, Cn; + 1)В, (nj + 1)72B, s;A; 
来 代替 X BÉ n; Aj, Kato as h: Za RIRE (в 十 1) 14.2 
对 应 于 1) 中 的 任何 推理 关系 ,也 不 被 注视 ;Cn; 十 128 ЖП (n + 1) 
一 B 分 别 对 应 于 1) 中 的 推理 关系 T, 1A; L– BRIT, TA |— 
<8; (ni 十 1)B 和 (mi + 1) 1B 是 否 被 注视 ， 由 它们 各 自 所 对 应 
的 上 述 推理 关系 是 否 不 是 树 尖 而 定 ; n А; 仍 对 应 于 Ti [一 Aj, 但 
nj Ai 在 2, 中 不 再 被 注视 ， 
RPE, (a + 1)71A; 0 Zia H (n; + 1)8 70 (n; + 1) 一 B 
的 前 提 序 列 中 的 最 后 一 个 斜 形 证 明 公式 。 AUR AIRE nA; 的 前 
ЗЕЛ, ЛА (n; + 1)B 和 (n; 十 1) 一 B 的 前 提 序 列 应 当 是 
П, (n; + 1)71A; 
而 二 中 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 的 左 距 是 ni, 
第 三 , Гу — А; 是 (一 +)》 型 树枝 的 枝 根 。 那么 在 1) 中 ,在 
T; | 一 A, 之 前 ,有 推理 关系 
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F, B С 
作为 这 个 树枝 的 枝 尖 ,而 A; 一 B— C， 我 们 用 序列 
(п; + 1)B, (s; + DC, s,[B— C] (Hl n; A) 
来 代替 2, 中 的 nj Ap 从 而 构造 出 Zia. 我 们 规定 ， (ni + DB 不 
对 应 于 1) 中 的 任何 推理 关系 , 也 不 被 注视 ; (эу 十 1)C 对 应 于 D 
中 的 推理 关系 了 , В [— С; (ni + 1)C 是 否 被 注视 , 由 它 所 对 应 
的 推理 关系 I,B — C 是 否 不 是 树 尖 而 定 ;nj Aj 仍 对 应 于 T) I— 
А, E n; А; 在 Жы 中 不 再 被 注视 . 
R, n; + 1)В 0 Zia th (ი; 十 1)C 的 前 提 序 列 中 的 最 后 
一 个 斜 形 证 明 公式 。 WRAN n А, ВВЕ, 则 (zi + 1)C 
的 前 提 序 列 应 当 是 
H, (2; 十 1)B 
而 也 中 最 后 一 个 斜 形 证 明 公 式 的 左 距 是 ni, 
第 四 , Г; — A; (V,) 型 树枝 的 枝 根 ， 那 么 在 1) 中 , 在 
Г; — А; 之 前 ,有 推理 关系 
T; F— B(a) 
作为 这 个 树枝 的 枝 尖 ,其 中 的 a 不 在 I 中 出 现 ,并 且 A;— VxB(x). 
我 们 用 序列 
п В(а), л, VxXB(x) (BI n; Aj) 
来 代替 2, Ф n; Aj 从 而 构造 出 Eus. RIRE, ი; BCa) 对 应 于 
1) 中 的 推理 关系 TI 1— В(а); п; В(а) 是 否 被 注视 ,由 它 所 对 应 的 
Г, | 一 B(a) 是 否 不 是 树 尖 而 定 ;六 Ai; 仍 对 应 于 Г, — Aj, 18 n; A; 
在 Zin 中 不 再 被 注视 。 
按照 上 述 方法 我 们 能 由 >; 构造 出 唯一 的 >. 在 X. 中 被 
注视 的 合 形 证 明 公式 的 某 一 个 出 现 可 能 原来 在 >, 中 就 是 被 注视 
的 , 也 可 能 是 在 构造 出 28, 时 增加 的 。 xa, 中 的 被 注视 的 斜 形 证 
朋 公 式 比较 2, 中 被 注视 的 斜 形 证 明 公式 ,可 能 增多 ,也 可 能 减少 . 
然而 ,如 果 某 个 斜 形 证 明 公式 的 某 个 出 现 是 被 注视 的 , 它 必定 对 应 
于 形式 证 明 中 的 一 个 作为 枝 很 的 推理 关系 ; 而 且 不 同 的 被 注视 的 
斜 形 证 明 公式 对 应 于 形式 证 明 中 的 不 同 的 推理 关系 .此 外 ,一 个 被 
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注视 的 斜 形 证 明 公式 在 根据 它 构造 出 某 个 新 的 3 之 后 就 不 再 被 注 
视 了 ;而 形式 证 明 的 树 中 的 校 根 的 数目 是 有 穷 的 。 因 此 ,在 经 过 了 
一 定 的 有 穷 步 又 ,构造 出 某 个 2, 之 后 ，3x 中 就 不 再 有 被 注视 的 作 
形 证 明 公式 ,这 时 2, 的 所 有 结论 序列 中 的 斜 形 证 明 公 式 所 对 应 的 
形式 证 明 中 的 推理 关系 就 者 是 树 尖 了 . 

根据 上 述 的 由 马 , 构 造 Zs 的 方法 ,不 难 验证 ,上 面 的 [1] 一 [5] 
对 于 Zo 也 都 是 成 立 的 ， 因 此 ,对 于 usos ж, 来 说 , [1] 一 [5] 
都 是 成 立 的 , 

X32 ”如果 I A, WERFT — А ЛЕЯ. 

证 根据 关于 了 I— A 的 已 经 化 简 的 形式 证 明 ,可 以 构造 上 
面 所 说 的 2“ ++, 24, 使 得 上 述 的 [1] 一 [5] 对 于 Zu EL 82 
立 ， 由 [1， Z, EUR RUEIEBUE S: 再 由 147, 因为 z, 中 没有 被 
注视 的 伴 形 证 明 公式 , # 24 是 一 个 斜 形 证 明 ， 由 (51, х, 是 关于 
T F— А 的 斜 形 证 明 . II 

定理 1 和 定理 2 说 明了 和 斜 形 证 明 的 存在 性 以 及 它 和 形式 证 明 
之 间 的 关系 ， 
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$30 


$31 


[Pl 
[P]; 
[P], 
[P]; 
[P], 
[P], 
(=>) 
(м) 
(c) 
FA 
C1) 
C) 
C) 
(4) 


[P*], 
[РҮ] 

[РЇ], 
[P']o 
СЛо) 
(A2 


符号 汇编 (下 册 》 


(V) 
(V2 
(+1) 
Ch) 
(пу) 
OV 
CVa) 
CV 
(>) 


$32 


IL), 
[P4] 
[Pu] 
[P*], 
[Pi] 
[Pñ], 
(Pi; 
[P+], 


$33 
IL) 
[Е* I, 
[FA] 
[Fă] 


(Vd 
(一 小 
C2 
(Vo) 
vV.) 
CAV) 
Vs) 
лү] 
C) 


(red) 
IL), 
[P4], 
[РАЈ 
IC), 
[Pš] 
{РИЈА 


[F*] 

IL"), 
[F]. 
[FĂ]; 
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[F*] [Е?'] 


[F [Fš] 
[Е] (Yo) 
(v) (а) 
(а) CM) 
(1) (vi) 
(3) Gi) 
(E) [v] 
[Vo] [3o] 
$34 
ГА 
$40 
A,B,C а, f, Y 
Xs ys 2 fg. 
F,G,H $ 
t f 
u H 
mes on 
(2x); 
$41 
= N 
<, 9) 
$46 
Ал 
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— ня 


$53 


Cons( f^) 
В(А) 


$54 


ZF 
G), 
i» y} 
o 


Qu 5 э) 


(Эх) 
(9; 1х) 
(Yxi * *x,)o 


2 

N 

Pr 

< 
АС n) 


(Ух), 

{х} 
РР: 
(х, у) 

Pa 


57 D(F) 
Di({) D£) 
D.(a) DX) 


Tum 
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